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Mở đầu

Trong những năm gần đây, điều kiện tối ưu cho bất đẳng thức biến phân

vec tơ và bài toán cân bằng vec tơ đã được nhiều tác giả quan tâm nghiên

cứu (xem chẳng hạn [6–9], [14–17], [21], [24], [25], và các tài liệu tham khảo

trong các bài báo đó). Bài toán cân bằng vec tơ với ràng buộc cân bằng (hay

còn gọi là các ràng buộc bù) bao gồm bài toán bất đẳng thức biến phân vec

tơ và bài toán tối ưu vec tơ với ràng buộc cân bằng như các trường hợp đặc

biệt. Điều kiện chính quy và điều kiện tối ưu cho các bài toán tối ưu với ràng

buộc cân bằng đã được nghiên cứu bởi nhiều tác giả (xem [4], [5], [12], [13],

[16], [18–20], [23], [26], [27], và các tài liệu tham khảo trong các bài báo đó).

Việc tìm các điều kiện chính quy thích hợp để dẫn các điều kiện Kuhn–

Tucker cho bài toán tối ưu với ràng buộc cân bằng là đề tài thu hút sự quan

tâm nghiên cứu rộng rãi của nhiều tác giả trong những năm gần đây. Các bài

toán tối ưu phi tuyến với ràng buộc cân bằng không thỏa mãn hầu hết các

điều kiện chính quy thông thường cho các bài toán quy hoạch toán học, trừ

ra điều kiện chính quy Guignard. M.L. Flegel và C. Kanzow [4] đã thiết lập

các điều kiện cần kiểu Fritz John và Kuhn–Tucker với điều kiện chính quy

kiểu Mangasarian–Fromovitz cho bài toán tối ưu vô hướng với ràng buộc cân

bằng. M.L. Flegel và C. Kanzow [5] chứng minh các điều kiện cần cấp 1 cho

bài toán vô hướng với ràng buộc cân bằng với điều kiện chính quy Guignard,

và chỉ ra mốt số điều kiện đủ cho điều kiện chính quy Guignard.

Nội dung chính mà chúng tôi trình bày là các điều kiện cần Fritz John cho

nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán cân bằng vec tơ không trơn với ràng buộc

cân bằng dưới ngôn ngữ dưới vi phân Clarke; các điều kiện cần Kuhn–Tucker

với các điều kiện chính quy thích hợp; các điều kiện đủ cho nghiệm hữu hiệu
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với vác giả thiết về tính lồi suy rộng; áp dụng cho bài toán bất đẳng thức

biến phân vec tơ và bài toán tối ưu vec tơ. Các kết quả trình bày trong đề tài

được tham khảo trong công trình của Đ.D. Hằng [1] và D.V.Luu, D.D.Hang

[17]. Đề tài gồm có 3 chương:

• Chương 1: Trình bày một số kiến thức cần dùng cho các chương sau.

• Chương 2: Trình bày điều kiện tối ưu cho bài toán cân bằng vectơ với

ràng buộc cân bằng.

• Chương 3: Áp dụng cho bài toán bất đẳng thức biến phân vec tơ và bài

toán tối ưu vec tơ; Trình bày điều kiện tối ưu cho bài toán bất đẳng thức

biến phân vectơ và bài toán tối ưu vectơ qua phần trong tựa tương đối;

Thiết lập điều kiện tối ưu cho nghiệm hữu hiệu Henig và siêu hữu hiệu

của bài toán cân bằng vectơ.

Đề tài đã nêu một số vấn đề liên quan đến bài toán cân bằng vectơ là một

trong những lý thuyết rộng của lý thuyết tối ưu. Kính mong các Thầy, Cô và

các bạn đồng nghiệp đóng góp ý kiến để đề tài được nhoàn thiện hơn.

Thái Nguyên, tháng 05 năm 2019
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

Chương 1 trình bày các khái niệm và kiến thức cần sử dụng trong các

chương sau bao gồm: Bài toán cân bằng vectơ và các bài toán có liên quan,

các định lý tách các tập lồi không tương giao, một số kiến thức cơ bản về

dưới vi phân hàm lồi, dưới vi phân Clarke, dưới vi phân Michel – Penot và

dưới vi phân Dini, một số tính chất của phần trong tựa tương đối và định lý

tách, một số lớp hàm lồi suy rộng. Nội dung của Chương 1 được tham khảo

trong các tài liệu [1], [2], [3], [4]

1.1. Bài toán cân bằng

Giả sử X là không gian Banach, M là một tập con của X, F là ánh xạ từ

X × X vào Rm. Khi đó, F = (F1, . . . , Fm). Giả sử P là nón lồi đóng nhọn

trong Rm. Xét bài toán cân bằng vec tơ (VEP) sau đây: Tìm x ∈M sao cho

với mọi y ∈M ,

F (x, y) /∈ −P \ {0}.

Vec tơ x được gọi là nghiệm hữu hiệu (efficient solution) của (VEP) nếu bao

hàm thức trên đúng với mọi y ∈ M . Trong trường hợp intP 6= ∅, x được

gọi là nghiệm hữu hiệu yếu (weak efficient solution) của (VEP) nếu với mọi

y ∈M ,

F (x, y) /∈ −intP.

Đặt Fx(y) := F (x, y), Fk,x(y) := Fk(x, y)(k ∈ J := {1, . . . ,m}). Giả sử

Fx(x) = 0. Trong trường hợp P = Rm
+ , điểm x ∈M là nghiệm hữu hiệu (t.ư.
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nghiệm hữu hiệu yếu) của (VEP) nếu không có điểm y ∈M nào thỏa mãn

Fk,x(y) 6 0 (∀ k ∈ J),

Fs,x(y) < 0 với ít nhất một s ∈ J,

(t.ư. Fk,x(y) < 0 ∀k ∈ J).

Giả sử £(X;Rm) là không gian các ánh xạ tuyến tính liên tục từ X vào

Rm, T là ánh xạ từ X vào £(X;Rm). Bài toán bất đẳng thức biến phân

vectơ (VVI) sau đây là một trường hợp đặc biệt của bài toán cân bằng vectơ

(VEP): Tìm x ∈M sao cho

(Tx)(y − x) /∈ −P \ {0} (∀y ∈M).

Vec tơ x được gọi là nghiệm hữu hiệu của (VVI) nếu bao hàm thức trên đúng

với mọi y ∈M . Trong trường hợp intP 6= ∅, x sẽ được gọi là nghiệm hữu hiệu

yếu của (VVI) nếu

(Tx)(y − x) /∈ −intP (∀y ∈M).

Chú ý rằng định nghĩa nghiệm hữu hiệu trong trường hợp P = Rm
+ (t.ư.

nghiệm hữu hiệu yếu trong trường hợp P = Rm
++) như sau: Không tồn tại

y ∈M sao cho

T (x)k(y − x) 6 0 với mọi k ∈ J,

T (x)s(y − x) < 0 với ít nhất một s ∈ J,(
t.ư. T (x)k(y − x) < 0 với mọi k ∈ J

)
trong đó T (x) = (T (x)1, . . . , T (x)m), T (x)k : X → R (k ∈ J), Rm

++ = intRm
+ .

Nếu F (x, y) = f(y)− f(x) (x, y ∈M), trong đó f : X → Rm, bài toán cân

bằng vec tơ (VEP) trở thành bài toán tối ưu vec tơ (VOP) sau đây:

min{f(x) : x ∈M}.

Khi đó, định nghĩa cực tiểu Pareto hay nghiệm hữu hiệu trong trường hợp

P = Rm
+ (t.ư. cực tiểu Pareto yếu hay nghiệm hữu hiệu yếu trong trường hợp

P = Rm
++) như sau: Không tồn tại x ∈M thỏa mãn

fk(x) 6 fk(x) (∀ k ∈ J),
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fs(x) < fs(x) với ít nhất một s ∈ J,

(t.ư. fk(x) < fk(x) ∀k ∈ J).

1.2. Tách các tập lồi không tương giao và dưới vi phân hàm lồi

Các khái niệm và kết quả về giải tích lồi sau đây (xem [1], [23]) là cần thiết

cho các chương sau.

Định nghĩa 1.1. Cho X là không gian tôpô tuyến tính và các tập hợp A,B ⊂
X. Ta nói phiếm hàm tuyến tính liên tục x∗ 6= 0 tách A và B, nếu tồn tại số

α sao cho:

〈x∗, y〉 ≤ α ≤ 〈x∗, x〉 (∀x ∈ A,∀y ∈ B).

Nếu bất đẳng thức trên có dạng:

〈x∗, y〉 < α < 〈x∗, x〉 (∀x ∈ A,∀y ∈ B).

thì ta nói x∗ tách ngặt A và B.

Siêu phẳng đóng H := {x : 〈x∗, x〉 = α} được gọi là siêu phẳng tách A và

B. Các tập A và B gọi là tách được.

Định lý 1.1. (Định lý tách thứ nhất) Hai tập lồi khác rỗng bất kì không tương

giao trong không gian tôpô tuyến tính, một tập có điểm trong thì tách được.

Định lý 1.2. (Định lý tách thứ hai) Giả sử A,B là các tập đóng khác rỗng

không tương giao trong không gian lồi địa phương và A compact. Khi đó A và

B tách ngặt được.

Từ Định lý tách thứ 2 ta suy ra rằng: Có thể tách ngặt một điểm với một

tập lồi đóng không chứa điểm đó.

Từ hai định lý tách ta suy ra các kết quả sau:

Mệnh đề 1.1. Giả sử nón K và tập A tách được bởi siêu phẳng H. Khi đó

K và A cũng tách được bởi siêu phẳng H ′ đi qua đỉnh của nón và H ′//H.

Mệnh đề 1.2. Giả sử K là một nón lồi đóng có đỉnh tại x0 trong không gian

tôpô tuyến tính lồi địa phương X,L là một tia đi qua x0 và L 6⊂ K. Khi đó,

K và L tách được.
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Định lý 1.3. Giả sử K là nón lồi đỉnh tại 0, intK 6= 0, L là một không gian

con, intK ∩ L 6= ∅. Giả sử x∗ là một phiếm hàm tuyến tính liên tục trên L

thỏa mãn:

〈x∗, x〉 ≥ 0 (∀x ∈ K ∩ L).

Khi đó, tồn tại phiếm hàm tuyến tính liên tục x′∗ trên X sao cho:

〈x′∗, x〉 = 〈x∗, x〉 (∀x ∈ L),

〈x′∗, x〉 ≥ 0 (∀x ∈ K).

Định nghĩa 1.2. Nón liên hợp K∗ của K được định nghĩa như sau:

K∗ := {x∗ ∈ X∗ : 〈x′∗, x〉 ≥ 0,∀x ∈ K}.

Chú ý rằng K∗ đóng ∗yếu và

K∗ = (K)∗ = (coK)∗,

trong đó co là ký hiệu bao lồi, K là bao đóng yếu của K.

Các kết quả sau về nón liên hợp là công cụ tốt để dẫn các điều kiện tối ưu.

Định lý 1.4. Giả sử K1, K2, . . . , Kn là các nón lồi mở (đỉnh tại 0),
⋂n
i=1Ki 6=

∅. Khi đó: (
n⋂
i=1

Ki

)∗
=

n∑
i=1

K∗i .

Định lý 1.5. (Duboviskii - Milyutin) Giả sử K1, K2, . . . , Kn, Kn+1 là các

nón lồi (đỉnh tại 0); các nón K1, K2, . . . , Kn mở. Khi đó,
⋂n
i=1Ki = ∅ ⇐⇒

∃x∗i ∈ K∗i (i = 1, . . . , n+ 1) không đồng thời bằng 0 sao cho:

x∗1 + x∗2 + · · ·+ x∗n + x∗n+1 = 0.

Giả sử f là hàm lồi trên D ⊂ X. Miền hữu hiệu của hàm f , kí hiệu là

domf , được định nghĩa như sau:

domf = {x ∈ D : f(x) < +∞}.

Định nghĩa 1.3. Hàm f được gọi là chính thường nếu domf 6= ∅ và f(x) >

−∞.
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Định nghĩa 1.4. Dưới vi phân của hàm lồi f tại x̄ ∈ X được định nghĩa

như sau:

∂Cf(x̄) = {x∗ : 〈x∗, x〉 ≤ f(x)− f(x̄) ∀x ∈ X}.

Định lý 1.6. (Moreau–Rockafellar) Giả sử f1, . . . , fm là các hàm lồi chính

thường trên X. Khi đó, với mọi x ∈ X,

∂C(f1 + · · ·+ fm)(x) ⊃ ∂Cf1(x) + · · ·+ ∂Cfm(x).

Hơn nữa, nếu tại x ∈
⋂
i=1m domfi, tất cả các hàm f1, . . . , fm liên tục (có thể

trừ ra một hàm), thì

∂C(f1 + · · ·+ fm)(x) = ∂Cf1(x) + · · ·+ ∂Cfm(x).

1.3. Dưới vi phân Clarke

Giả sử X là không gian Banach, X∗ là không gian tôpô đối ngẫu của X,

x̄ ∈ X và f là hàm giá trị thực trong X.

Đạo hàm suy rộng Clarke của f tại x̄ theo phương v được xác định như

sau (xem [4]):

f 0(x̄; v) = lim sup
x→x̄,t↓0

f(x+ tv)− f(x)

t
.

Dưới vi phân Clarke (hay gradient suy rộng Clarke) của f tại x̄ được xác

định bởi:

∂f(x̄) =
{
ξ ∈ X∗ : 〈ξ, v〉 ≤ f 0(x̄; v), ∀v ∈ X

}
,

trong đó 〈ξ, v〉 là giá tri của phiếm hàm ξ ∈ X∗ tại v ∈ X. Chú ý rằng dưới

vi phân Clarke của f được quy về đạo hàm thông thường khi f khả vi chặt.

Nếu f là Lipschitz địa phương với hằng số L, hàm f 0(x̄; .) là thuần nhất

dương, dưới cộng tính trên X, Lipschitz với hằng số L trên X, và ∂f(x̄) khác

rỗng, lồi, compact *yếu của X∗ và ||ξ|| ≤ L với mọi ξ ∈ ∂f(x).

Nếu f : Rp → Rn là hàm Lipschitz địa phương tại x̄, thì Jacobian suy rộng

Clarke của f tại x̄ được xác định bởi:

∂f(x̄) = co
{

lim
i→∞
∇f(xi) : xi → x̄, xi ∈ S

}
,
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trong đó ∇f(xi) là ma trận Jacobi của f tại xi, co kí hiệu bao lồi, S là tập

các điểm mà f khả vi. Trong trường hợp n = 1, Jacobian suy rộng Clarke

của f tại x̄ trùng với dưới vi phân Clarke của f tại x̄.

Theo [4], nón tiếp tuyến Clarke của tập C ⊆ X tại điểm x̄ ∈ C được xác

định bởi

TC(x̄) = {v ∈ X : ∀xn ∈ C, xn → x̄,∀tn ↓ 0,∃vn → v

sao cho xn + tnvn ∈ C, ∀n}.

Nón pháp tuyến của C tại x ∈ C là tập:

NC(x) := {φ ∈ X∗ : 〈φ, v〉 ≤ 0, ∀v ∈ TC(x̄)}

Nón pháp tuyến TC(x̄) đóng khác rỗng, NC(x̄) đóng *yếu khac rỗng và cả hai

nón này đều lồi. Nếu C lồi, NC(x̄) trùng với nón pháp tuyến theo nghĩa giải

tích lồi (xem [3]):

NC(x) := {φ ∈ X∗ : 〈φ, x− x〉 ≤ 0,∀x ∈ C}

Với nón D ⊆ X thì nón liên hợp của D được định nghĩa bởi

D∗ = {ξ ∈ X∗ : 〈ξ, v〉 ≥ 0,∀v ∈ D}.

Cực của nón D được xác định bởi

D0 = {ξ ∈ X∗ : 〈ξ, v〉 ≤ 0,∀v ∈ D}.

Nón pháp tuyến của C tại x̄ là nón cực của nón tiếp tuyến T (C, x̄)

1.4. Phần trong tựa tương đối

Định nghĩa 1.5. [8] Với tập con lồi C của X (X có thể vô hạn chiều), phần

trong tựa tương đối (quasirelative interior) của C, kí hiệu là qriC, là tập của

các phần tử x ∈ C sao cho clcone(C − x) là một không gian con tuyến tính

của X. Phần trong tựa tương đối được ký hiệu là qriC.

Khái niệm phần trong tựa tương đối là một mở rộng của khái niệm phần

trong tương đối (relative interior) trong không gian hữu hạn chiều. Nón pháp

tuyến của C tại x ∈ C là tập

N(C;x) := {ξ ∈ X∗ : 〈ξ, x− x〉 ≤ 0,∀x ∈ C}.
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Khi đó, nếu x ∈ C thì x ∈ qriC khi và chỉ khi N(C;x) là không gian con

tuyến tính của X∗. Chú ý rằng nếu dimX <∞ và C là tập lồi khác rỗng thì

riC 6= ∅ và qriC=riC, trong đó ri ký hiệu phần trong tương đối.

Tính chất 1.1. Giả sử C và D là hai tập lồi của X sao cho qriC 6= ∅ và

qriD 6= ∅; x0 ∈ C, x ∈ qriC, α ∈ R và λ ∈ [0; 1). Khi đó,

• qriC + qriD ⊆ qri(C +D),

• αqriC = qri(αC),

• qri(C ×D) = qriC × qriD,

• cl qriC = cl C,

• (1− λ)x0 + λx ∈ qriC,

• qriC = qri(qriC).

Định lý 1.7. (Định lý tách Cammaroto–Bella [5]) Giả sử A và B là các tập

lồi khác rỗng của X. Giả sử qriA 6= ∅, qriB 6= ∅ và clcone(qriA−qriB) không

là không gian con tuyến tính của X. Khi đó, tồn tại 0 6= ζ ∈ X∗ sao cho

〈ζ, x〉 ≤ 〈ζ, y〉 (∀x ∈ A,∀y ∈ B).

Nhận xét 1.1. Định lý 1.7 không cần điều kiện intA 6= ∅ hoặc intB 6= ∅.
Điều kiện này được thay bởi qriA 6= ∅ hoặc qriB 6= ∅. Trong không gian

hữu hạn chiều, điều này tự động thỏa mãn, bởi vì với A,B khác rỗng lồi thì

qriA = riA 6= ∅ và qriB = riB 6= ∅.

Ví dụ sau đây minh họa cho Định lý 1.7.

Ví dụ 1.1. Cho X = Rp, A = {(x1, . . . , xp−1, 1) ∈ Rp : 0 ≤ xi ≤ 1, i =

1, . . . , p − 1} và B = {(x1, . . . , xp−1, 0) ∈ Rp : xi ≥ 0, i = 1, . . . , p − 1}. Khi

đó, qriA = {(x1, . . . , xp−1, 1) ∈ Rp : 0 < xi < 1, i = 1, . . . , p− 1} 6= ∅, qriB =

{(x1, . . . , xp−1, 0) ∈ Rp : xi > 0, i = 1, . . . , p− 1} 6= ∅ và clcone(qriA− qriB)

không là một không gian con tuyến tính của Rp. Vì vậy, ta có thể áp dụng

Định lý 1.7 để tách các tập A và B bởi một siêu phẳng.
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1.5. Hàm lồi suy rộng

Hàm thực Lipschitz địa phương f trên X được gọi là ∂−giả lồi tại x̄ trên

C của X nếu (xem [23])

(∃ξ ∈ ∂f(x̄)) 〈ξ, x− x̄〉 ≥ 0⇒ f(x)− f(x̄) ≥ 0 (∀x ∈ C).

Nếu f khả vi Fréchet tại x̄, f giả lồi tại x̄ trên C, thì

〈∇f(x̄), x− x̄〉 ≥ 0⇒ f(x)− f(x̄) ≥ 0 (∀x ∈ C).

Hàm thực Lipschitz địa phương f được gọi là ∂−tựa lồi tại x̄ trên C của

X nếu (xem [20])

f(x)− f(x̄) ≤ 0⇒ 〈ξ, x− x̄〉 ≤ 0 (∀ξ ∈ ∂f(x̄),∀x ∈ C).

Hàm f là ∂−tựa lõm tại x̄ trên C nếu −f là ∂−tựa lồi tại x̄ trên C. Hàm

f được gọi là ∂−tựa tuyến tính tại x̄ trên C nếu f là ∂−tựa lồi và ∂−tựa
lõm tại x̄ trên C.

Tính lồi theo nón của một ánh xạ f từ tập A vào không gian Y được định

nghĩa như sau.

Một ánh xạ f : A→ Y được gọi là C-lồi trên A nếu với mọi x, y ∈ A, t ∈
[0, 1], ta có

tf(x) + (1− t)f(y) ∈ f(tx+ (1− t)y) + C. (1.1)

Trường hợp Y = R, C = R+, quan hệ phụ thuộc trong (1.1) trở thành bất

đẳng thức:

tf(x) + (1− t)f(y) ≥ f(tx+ (1− t)y), (1.2)

và ánh xạ f được gọi là lồi trên A theo nghĩa thông thường.

Ví dụ 1.2. Các hàm số thực f, g : R → R được định nghĩa tương ứng bởi

f(x) = x2 và g(x) = |x| với mọi x ∈ R là lồi trên tập xác định của nó. Tuy

nhiên, các hàm −f và −g là không lồi trên tập xác định của đó.

Ví dụ 1.3. Cho A = {x ∈ R : |x| ≤ 1} và hàm số thực f : A → R xác định

bởi f(x) = −x4+6x2 ∀x ∈ A. Ta có f là lồi trên A bởi vì f ′(x) = −4x3+12x,

f ′′(x) = −12x2 + 12 = 12(1− |x|)(1 + |x|) ≥ 0 mọi x ∈ A.
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Cho ánh xạ f : A→ Y và điểm x ∈ A. Khi đó,

(a) Với mỗi h ∈ X, nếu giới hạn sau:

Df(x)(h) = lim
t→0+

f(x+ th)− f(x)

t

tồn tại, thì ta nói Df(x)(h) là đạo hàm theo hướng của hàm f tại điểm x

theo hướng h. Nếu giới hạn này tồn tại với mọi h ∈ X, thì f được gọi là khả

vi theo hướng tại điểm x.

(b) Với mỗi x ∈ A và mọi h ∈ X, nếu giới hạn sau:

DGf(x)(h) = lim
t→0

f(x+ th)− f(x)

t

tồn tại và DGf(x) : X → Y là một ánh xạ tuyến tính liên tục, thì DGf(x)

gọi là đạo hàm Gateaux của f tại điểm x. Trường hợp này, hàm f được gọi

là khả vi Gateaux tại điểm x.

Mệnh đề 1.3. Các khẳng định sau là đúng:

(i) Nếu f khả vi Gateaux tại điểm x thì nó khả vi theo hướng tại điểm đó.

(ii) Nếu f là C-lồi trên X và khả vi theo hướng (tương ứng, khả vi Gateaux)

tại mọi điểm x ∈ X thì Df(x) : X → Y (tương ứng, DGf(x) : X → Y )

là C-lồi trên X.

Chứng minh. Trường hợp (i): Sử dụng định nghĩa, kết quả thu được là hiển

nhiên.

Trường hợp (ii): Ta chỉ xét cho trường hợp ánh xạ f khả vi theo hướng tại

mọi điểm x ∈ X, và trường hợp còn lại được suy ra trực tiếp từ (i). Để

chứng minh ta lấy tùy ý x, y ∈ X, t ∈ (0, 1], λ ∈ [0, 1] và đặt x(t) = x+ tx,

y(t) = x+ ty. Sử dụng tính C- lồi của hàm f trên không gian X, ta có biểu

diễn sau:

f(x+ t(λx+ (1− λ)y))− f(x)

t
=

f(λx(t) + (1− λ)y(t))− f(x)

t

∈ λf(x(t)) + (1− λ)f(y(t))− f(x)

t
− C
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∈ λ[f(x(t))− f(x)] + (1− λ)[f(y(t))− f(x)]

t
−C

∈ λf(x(t))− f(x)

t
+ (1− λ)

f(y(t))− f(x)

t
−C.

Cho t→ 0+ và sử dụng tính đóng của nón C ta nhận được:

lim
t→0+

f(x+ t(λx+ (1− λ)y))− f(x)

t

∈ λ lim
t→0+

λ
f(x(t))− f(x)

t

+(1− λ) lim
t→0+

λ
f(y(t))− f(x)

t
− C.

Theo định nghĩa đạo hàm theo hướng của hàm f tại x ta thu được

λDf(x)(x) + (1− λ)Df(x)(y)

∈ Df(x)(λx+ (1− λ)y) + C.

Điều này cho ta kết quả cần chứng minh. �

Ví dụ 1.4. Xét hàm giá trị thực f xác định trên tập A = R2 với

f(x, y) = ex−|y| + 2|y|+ 3x− 1 ∀ (x, y) ∈ A.

Chọn điểm x = (0, 0) và áp dụng khái niệm đạo hàm theo hướng của f tại

điểm này, ta tính được

Df(x)(x, y) = DGf(x)(x, y) = 4x+ |y|

∀ (x, y) ∈ A.

Tiếp theo chúng tôi nhắc lại khái niệm cơ sở của nón, nghiệm hữu hiệu

Henig và siêu hữu hiệu của bài toán cân bằng vectơ có ràng buộc, và được

phát biểu như sau:

Một tập lồi B ⊂ Y được gọi là một cơ sở của nón C nếu C = coneB và

0 6∈ clB, trong đó cl B ký hiệu bao đóng của tập B và cone B là hình nón

sinh bởi tập B với

coneB = {tb : t ≥ 0, b ∈ B}.
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Nếu B là một cơ sở của nón C thì tồn tại một phiếm hàm tuyến tính liên tục

y∗ ∈ Y ∗ \ {0} sao cho

r = inf{〈y∗, b〉 : b ∈ B} > 〈y∗, 0〉 = 0.

Tiếp theo chúng tôi xét một lân cận lồi mở cân đối của gốc O trong Y :

VB = {y ∈ Y : | 〈y∗, y〉 | < r

2
}

Dễ thấy, với mỗi lân cận lồi U của O thỏa mãn U ⊂ VB, ta có cone(U +B) là

nón lồi nhọn và cl(U+B) không chứa gốc O. Do đó, C\{0} ⊂ int cone(U+B).
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Chương 2

Điều kiện tối ưu cho bài toán cân

bằng vectơ với ràng buộc cân bằng

Chương 3 trình bày các kết quả về điều kiện cần Fritz John cho nghiệm

hữu hiệu yếu của bài toán cân bằng vectơ không trơn với ràng buộc cân bằng

(VEPEC) dưới ngôn ngữ dưới vi phân Clarke. Với các điều kiện chính quy

thích hợp cho bài toán với ràng buộc cân bằng, các điều kiện cần Kuhn –

Tucker được thiết lập. Các điều kiện đủ cho nghiệm hữu hiệu yếu với các giả

thiết về tính lồi suy rộng được chứng minh. Chú ý rằng để thiết lập điều kiện

cần cho (VEPEC) trên tập chấp nhận được K, ta xét bài toán cân bằng vectơ

(VEP1) trên tập K1 với K1 ⊆ K. Để thiết lập điều kiện đủ cho (VEPEC), ta

xét bài toán cân bằng vectơ (VEP2) trên tập K2 với K ⊆ K2. Các kết quả

được dựa vào công trình của Đ.V. Lưu – Đ.D. Hằng (2015) (SCIE).

2.1. Điều kiện cần tối ưu Fritz John

2.1.1 Phát biểu bài toán

Giả sử X là không gian Banach, F : X ×X → Rn, g : X → Rm, h : X →
Rp, G : X → Rr, H : X → Rr. Giả sử C là tập đóng của X, Q là nón lồi

đóng nhọn trong Rn với intQ 6= ∅. Đặt

K := {x ∈ C : g(x) ≤ 0, h(x) = 0, G(z) ≥ 0, H(x) ≥ 0, G(x)TH(x) = 0},

trong đó G(x)T là chuyển vị của G(x).
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Xét bài toán cân bằng (VEPEC): Tìm x ∈ K sao cho

F (x, y) /∈ −P \ {0}, (2.1)

trong đó P là nón lồi trong Rn (VEPEC trên K). Nếu P = intQ thì x ∈ K
thỏa mãn (2.1) được gọi là nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán (VEPEC). Như

vậy, x là nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán (VEPEC) nếu

F (x, y) /∈ −intQ (∀y ∈ K).

Điều này tương đương với

F (x,K) ∩ (−intQ) = ∅.

Giả sử L(X;Rn) là không gian các ánh xạ tuyến tính liên tục từ X vào Rn,

T là ánh xạ từ X vào L(X;Rn). Bài toán bất đẳng thức biến phân (VVIEC)

là trường hợp đặc biệt của bài toán cân bằng (VEPEC): Tìm x ∈ K sao cho

(Tx)(y − x) /∈ −P \ {0} (∀y ∈ K). (2.2)

Nếu P = intQ, vectơ x ∈ K thỏa mãn (2.2) sẽ được gọi là nghiệm hữu hiệu

yếu của bài toán (VVIEC). Nếu F (x, y) = f(y) − f(x) (x, y ∈ K), trong đó

f : x → Rn, bài toán cân bằng (VEPEC) trở thành bài toán tối ưu vectơ

(VOPEC):

min{f(x) : x ∈ K}.

Nếu P = intQ, nghiệm của bài toán (VOPEC) được gọi là cực tiểu Pareto

yếu. Flegel – Kanzow [5] đã nghiên cứu bài toán (VOPEC) cho trường hợp

n = 1, C = X, dimX <∞ và các hàm là khả vi liên tục.

Ta có F = (F1, . . . , Fn), g = (g1, . . . , gm), h = (h1, . . . , hp), G = (G1, . . . , Gr),

H = (H1, . . . , Hr). Với x̄ ∈ K, đặt Fx̄(y) := F (x̄, y) và I(x̄) := {i ∈ {1, . . . ,m}
: gi(x̄) = 0}. Để trình bày điều kiện cần tối ưu cho bài toán (VEPEC), ta

đưa vào giả thiết sau:

Giả thiết 2.1. Các hàm Fx̄(.), g1, . . . , gm, h1, . . . , hp, G1, . . . , Gr, H1, . . . , Hr

Lipschitz địa phương tại x̄.

Với x ∈ K, ta đặt

A := A(x̄) := {i ∈ {1, . . . , r}|Gi(x̄) = 0, Hi(x̄) > 0},
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B := B(x̄) := {i ∈ {1, . . . , r}|Gi(x̄) = 0, Hi(x̄) = 0},

D := D(x̄) := {i ∈ {1, . . . , r}|Gi(x̄) > 0, Hi(x̄) = 0}.

Với x̄ ∈ K, ta có A ∪ B ∪D = {1, . . . , r}. Xét một phân hoạch (B1, B2) của

B, nghĩa là B = B1 ∪B2 và B1 ∩B2 = ∅. Đặt

K1 := {x ∈ C : g(x) ≤ 0, h(x) = 0, GA∪B1
(x) = 0, GD∪B2

(x) ≥ 0,

HA∪B1
(x) ≥ 0, HD∪B2

(x) = 0},

trong đó GA∪B1
(x) là vectơ con của G(x), bao gồm các thành phần Gi(x) với

i ∈ A ∪B1. Chú ý rằng K1 phụ thuộc x̄ và K1 ⊆ K.

2.1.2 Điều kiện cần tối ưu Fritz John cho bài toán (VEPEC)

Bây giờ ta xét bài toán cân bằng vectơ (VEP1): Tìm x ∈ K1 sao cho

F (x, y) /∈ −intQ (∀y ∈ K1).

Một điều kiện cần kiểu Fritz John cho (VEPEC) được phát biểu như sau:

Định lý 2.1. Giả sử x̄ là nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán (VEPEC);

Fx̄(x̄) = 0 và giả thiết 2.1 thỏa mãn. Khi đó, tồn tại τ̄ ≥ 0, λ̄ ∈ Rm, λ̄i ≥ 0

(∀i ∈ I(x̄)), µ̄ ∈ Rp, ν̄ ∈ Rr, ν̄k ≥ 0 (∀k ∈ B2), χ̄ ∈ Rr, χ̄l ≥ 0 (∀l ∈ B1)

không đồng thời bằng 0, và hàm dưới cộng tính thuần nhất dương liên tục

Λ : Rn → R thỏa mãn tính chất (M):

y2 − y1 ∈ intQ⇒ Λ(y2) < Λ(y1)

sao cho

0 ∈ τ̄ ∂(Λ ◦ Fx̄)(x̄) +
∑
i∈I(x̄)

λ̄i∂gi(x̄) +

p∑
j=1

µ̄j∂hj(x̄)

−
∑

k∈A∪B

ν̄k∂Gk(x̄)−
∑
l∈D∪B

χ̄l∂Hl(x̄) +N(C, x̄), (2.3)

trong đó N(C, x) là nón pháp tuyến Clarke của C tại x.

Chứng minh. Bởi vì x̄ là nghiệm hữu hiệu của (VEPEC) và K1 ⊆ K, ta suy

ra x̄ là nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán (VEP1). Định lý vô hướng hóa của
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Gong (Định lý 3.1 [8]) đã chỉ ra tồn tại một hàm thuần nhất dương dưới cộng

tính Λ ∈ Rn thỏa mãn tính chất (M), và

Λ ◦ Fx̄(x) ≥ 0 (∀x ∈ K1). (2.4)

Vì Fx̄(x̄) = 0, cho nên x̄ là cực tiểu của bài toán tối ưu vô hướng (SOP):

min Λ ◦ Fx̄(x),

g(x) ≤ 0, h(x) = 0,

GA∪B1
(x) = 0, HA∪B1

(x) ≥ 0,

GD∪B2
(x) ≥ 0, HD∪B2

(x) = 0,

x ∈ C.

Áp dụng Định lý 6.1.1 [4] cho bài toán (SOP), ta suy ra tồn tại τ̄ ≥ 0,

λ̄ ∈ Rm, λ̄ ≥ 0, µ̄ ∈ Rp, ν̄ ∈ Rr, ν̄D∪B2
≥ 0, χ̄ ∈ Rr, χ̄A∪B1

≥ 0 không đồng

thời bằng 0, sao cho

0 ∈ τ̄ ∂(Λ ◦ Fx̄)(x̄) +
m∑
i=1

λ̄i∂gi(x̄) +

p∑
j=1

µ̄j∂hj(x̄)−
r∑

k=1

ν̄k∂Gk(x̄)

−
r∑
l=1

χ̄l∂Hl(x̄) +N(C, x̄), (2.5)

λ̄g(x̄) = 0 (2.6)

ν̄D∪B2
GD∪B2

(x̄) = 0, (2.7)

χ̄A∪B1
HA∪B1

(x̄) = 0. (2.8)

Như vậy, ν̄D ≥ 0, ν̄B2
≥ 0, χ̄A ≥ 0, χ̄B1

≥ 0. VìGk(x̄) > 0 (∀k ∈ D),Hl(x̄) > 0

(∀l ∈ A), từ (2.7) và (2.8) ta suy ra ν̄k = 0 (∀k ∈ D), χ̄l = 0 (∀l ∈ A).

Ta có λ̄i = 0 (∀i /∈ I(x̄)). Vì vậy, (2.5) trở thành

0 ∈ τ̄ ∂(Λ ◦ Fx̄)(x̄) +
∑
i∈I(x̄)

λ̄i∂gi(x̄) +

p∑
j=1

µ̄j∂hj(x̄)

−
∑

k∈A∪B

ν̄k∂Gk(x̄)−
∑
l∈D∪B

χ̄l∂Hl(x̄) +N(C, x̄).
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2.1.3 Điều kiện cần Fritz John với điều kiện chính quy (VEPEC–

RC)

Để nhận được (τ, λ) 6= (0, 0) trong điều kiện Fritz John (4.3), ta đưa vào

điều kiện chính quy (VEPEC–RC) cho bài toán (VEPEC) như sau:

0 ∈
p∑
j=1

µj∂hj(x̄)−
∑

k∈A∪B

νk∂Gk(x̄)−
∑
l∈D∪B

χl∂Hl(x̄) +NC(x̄)

⇒ µj = νk = χl = 0 (j = 1, . . . , p; k ∈ A ∪B; l ∈ D ∪B).

Nhận xét 2.1. Điều kiện chính quy loại này đã được nghiên cứu bởi Jiménez

– Novo [11] cho bài toán tối ưu vectơ. Trong trường hợp C = X, điều kiện

(VEPEC–RC) trở thành: Với bất kỳ ζj ∈ ∂hj(x̄) (j = 1, . . . , p), ηk ∈ ∂Gk(x̄)

(k ∈ A ∪ B), γl ∈ ∂Hl(x̄) (l ∈ D ∪ B), hệ các vectơ ζj (j = 1, . . . , p), ηk (k ∈
A ∪B), γl (l ∈ D ∪B) độc lập tuyến tính.

Với điều kiện (VEPEC–RC), ta nhận được điều kiện cần Fritz John như

sau:

Định lý 2.2. Giả sử x̄ là nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán (VEPEC);

Fx̄(x̄) = 0; giả thiết 2.1 thỏa mãn và điều kiện chính quy (VEPEC–RC)

đúng. Khi đó, tồn tại τ̄ ≥ 0, λ̄ ∈ Rm, λ̄i ≥ 0 (∀i ∈ I(x̄)), µ̄ ∈ Rp, ν̄ ∈ Rr,

ν̄k ≥ 0 (∀k ∈ B2), χ̄ ∈ Rr, χ̄l ≥ 0 (∀l ∈ B1) với (τ̄ , λ̄) 6= (0, 0), và một hàm

dưới cộng tính thuần nhất dương liên tục Λ : Rn → R thỏa mãn tính chất (M)

sao cho

0 ∈ τ̄ ∂(Λ ◦ Fx̄)(x̄) +
∑
i∈I(x̄)

λ̄i∂gi(x̄) +

p∑
j=1

µ̄j∂hj(x̄)

−
∑

k∈A∪B

ν̄k∂Gk(x̄)−
∑
l∈D∪B

χ̄l∂Hl(x̄) +N(C, x̄).

Chứng minh. Theo Định lý 2.1, tồn tại τ̄ ≥ 0, λ̄ ∈ Rm, λ̄i ≥ 0 (∀i ∈ I(x̄)),

µ̄ ∈ Rp, ν̄ ∈ Rr, ν̄k ≥ 0 (∀k ∈ B2), χ̄ ∈ Rr, χ̄l ≥ 0 (∀l ∈ B1) không đồng thời

bằng 0, và một hàm dưới cộng tính thuần nhất dương liên tục Λ : Rn → R
thỏa mãn tính chất (M) sao cho

0 ∈ τ̄ ∂(Λ ◦ Fx̄)(x̄) +
∑
i∈I(x̄)

λ̄i∂gi(x̄) +

p∑
j=1

µ̄j∂hj(x̄)−
∑

k∈A∪B

ν̄k∂Gk(x̄)



19

−
∑
l∈D∪B

χ̄l∂Hl(x̄) +N(C, x̄). (2.9)

Nếu (τ̄ , λ̄) = (0, 0), từ công thức (2.9) suy ra

0 ∈
p∑
j=1

µ̄j∂hj(x̄)−
∑

k∈A∪B

ν̄k∂Gk(x̄)−
∑
l∈D∪B

χ̄l∂Hl(x̄) +N(C, x̄)

Từ điều kiện chính quy (VEPEC–RC), ta suy ra

µ̄j = ν̄k = χ̄l = 0 (j = 1, . . . , p; k ∈ A ∪B; l ∈ D ∪B).

Vì vậy, với (τ̄ , λ̄) = (0, 0), ta đi đến mâu thuẫn với giả thiết τ̄ ≥ 0, λ̄ ∈ Rm,

λ̄i ≥ 0 (∀i ∈ I(x̄)), µ̄ ∈ Rp, ν̄ ∈ Rr, ν̄k ≥ 0 (∀k ∈ B2), χ̄ ∈ Rr, χ̄l ≥ 0

(∀l ∈ B1) không đồng thời bằng 0.

Ví dụ 2.1. Giả sử X = R2, C = [0, 1]× [0, 1], Q = R2
+, x̄ = (0, 0), trong đó

R2
+ là orthant không âm trong R2. Cho hàm F : R2×R2 → R3 được xác định

như sau:

F = (f1, f2, f3),

f1(x, y) = |y1|+ |y2| − |x1|,

f2(x, y) =

{
y2

2|cos πy2 |, y2 6= 0,

0, y2 = 0,

f3(x, y) = −y1 + x2,

(x = (x1, x2) ∈ R2, y = (y1, y2) ∈ R2). Đặt fi,x̄(y) = fi(x̄, y) (i = 1, 2, 3).

Khi đó, Fx̄(x̄) = (0, 0, 0), ∂f1,x̄(x̄) = [0, 1] × [0, 1], ∂f2,x̄(x̄) = {0} × [−π, π],

∂f3,x̄(x̄) = {1}× {0}. Cho các hàm g,G,H : R2 → R được xác định như sau:

g(y) = y2
1 − y2,

G(y) = −|y1|+ y2,

H(y) = −2y1 + y2 + 1.

Điểm x̄ = (0, 0) là nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán cân bằng vectơ:

F (x, y) /∈ −intQ (∀y ∈ K),
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trong đó

K = {y ∈ R2 : g(y) ≤ 0, G(y) ≥ 0, H(y) ≥ 0, G(y)H(y) = 0}.

Ta thấy các giả thiết của Định lý 2.1 đều thỏa mãn. Ta có: ∂g(x̄) = {0}×{−1},
∂G(x̄) = [−1, 1]× {1}, ∂H(x̄) = {−1} × {1}, N(C, x̄) = R2

−, trong đó R2
− =

−R2
+.

Điều kiện cần tối ưu (2.3) đúng với Λ = (1, 0, 0), ∂(Λ ◦ Fx̄)(x̄) = [−1, 1] ×
[−1, 1], τ̄ = 3, λ̄ = ν̄ = χ̄ = 1 :

(0, 0) ∈ 3.[−1, 1]× [−1, 1] + 1.{0} × {−1}

−1.[−1, 1]× {1} − 1.{−1} × {1}+ R2
−.

2.2. Điều kiện cần tối ưu Kuhn – Tucker

2.2.1 Các điều kiện chính quy (VEPEC–CQ1) và (VEPEC–CQ2)

Để dẫn điều kiện cần tối ưu Kuhn – Tucker cho nghiệm hữu hiệu yếu của

bài toán (VEPEC), ta đưa vào điều kiện chính quy (VEPEC–CQ1) như sau:

(a) 0 ∈
∑p

j=1 µj∂hj(x̄)−
∑

k∈A∪B νk∂Gk(x̄)−
∑

l∈D∪B χl∂Hl(x̄) +N(C, x̄)

⇒ µj = νk = χl = 0 (j = 1, . . . , p; k ∈ A ∪B; l ∈ D ∪B).

(b) Tồn tại một vectơ v ∈ TC(x̄) sao cho

〈ζj, υ〉 = 0 (∀ζj ∈ ∂hj(x̄), j = 1, . . . , p),

〈ηk, υ〉 = 0 (∀ηk ∈ ∂Gk(x̄), ∀k ∈ A ∪B),

〈γl, υ〉 = 0 (∀γl ∈ ∂Hk(x̄), ∀l ∈ D ∪B),

〈ξi, υ〉 < 0 (∀ξi ∈ ∂gi(x̄), ∀i ∈ I(x̄)).

Nhận xét 2.2.

(a) Với các bài toán (VVIEC) và (VOPEC), điều kiện chính quy (VEPEC–

CQ1) được gọi là (VVIEC–CQ1) và (VOPEC–CQ1).

(b) Trong trường hợp C = X, điều kiện chính quy (VEPEC–CQ1) có trường

hợp đặc biệt là (VEPEC–CQ2) như sau:
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(i) Với mỗi ζ̄j ∈ ∂hj(x̄), (j = 1, . . . , p), η̄k ∈ ∂Gk(x̄) (k ∈ A ∪ B), γ̄l ∈
∂Hl(x̄) (l ∈ D ∪ B), hệ các vectơ ζj (j = 1, . . . , p), ηk (k ∈ A ∪
B), γl (l ∈ D ∪B) độc lập tuyến tính.

(ii) Tồn tại vectơ v ∈ X sao cho

〈ζj, υ〉 = 0 (∀ζj ∈ ∂hj(x̄), j = 1, . . . , p),

〈ηk, υ〉 = 0 (∀ηk ∈ ∂Gk(x̄), ∀k ∈ A ∪B)

〈γl, υ〉 = 0 (∀γl ∈ ∂Hl(x̄), ∀l ∈ D ∪B)

〈ξi, υ〉 < 0 (∀ξi ∈ ∂gi(x̄), ∀i ∈ I(x̄)).

Nhận xét 2.3. Trong trường hợp dimX < ∞, C = X, bằng một lý luận

tương tự đã sử dụng để chứng minh Mệnh đề 4.2 [12], ta suy ra điều kiện

chính quy (VEPEC–CQ2) kéo theo điều kiện chính quy sau đây: Với mỗi

λ ∈ Rm, λi ≥ 0 (∀i ∈ I(x̄)), µ ∈ Rp, ν ∈ Rr, νk ≥ 0 (∀k ∈ A ∪ B2), χ ∈ Rr,

χl ≥ 0 (∀l ∈ D ∪B1) không đồng thời bằng không, sao cho

0 /∈
∑
i∈I(x̄)

λi∂gi(x̄) +

p∑
j=1

µj∂hj(x̄)−
∑

k∈A∪B

νk∂Gk(x̄)−
∑
l∈D∪B

χl∂Hl(x̄).

2.2.2 Điều kiện cần Kuhn – Tucker cho nghiệm hữu hiệu yếu của

bài toán (VEPEC)

Một điều kiện cần Kuhn – Tucker cho nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán

(VEPEC) được phát biểu như sau:

Định lý 2.3. Giả sử x̄ là nghiệm hữu hiệu yếu của (VEPEC); Fx̄(x̄) = 0;

giả thiết 2.1 và điều kiện chính quy (VEPEC–CQ1) thỏa mãn. Khi đó, tồn

tại λ̄ ∈ Rm, λ̄i ≥ 0 (∀i ∈ I(x̄)), µ̄ ∈ Rp, ν̄ ∈ Rr, ν̄k ≥ 0 (∀k ∈ B2), χ̄ ∈ Rr,

χ̄l ≥ 0 (∀l ∈ B1), và một hàm dưới cộng tính thuần nhất dương liên tục

Λ : Rn → R thỏa mãn tính chất (M) sao cho

0 ∈ ∂(Λ ◦ Fx̄)(x̄) +
∑
i∈I(x̄)

λ̄i∂gi(x̄) +

p∑
j=1

µ̄j∂hj(x̄)

−
∑

k∈A∪B

ν̄k∂Gk(x̄)−
∑
l∈D∪B

χ̄l∂Hl(x̄) +N(C, x̄).



22

Chứng minh. Áp dụng Định lý 2.2 ta suy ra tồn tại τ̄ ≥ 0, λ̄ ∈ Rm, λ̄i ≥ 0

(∀i ∈ I(x̄)), µ̄ ∈ Rp, ν̄ ∈ Rr, ν̄k ≥ 0 (∀k ∈ B2), χ̄ ∈ Rr, χ̄l ≥ 0 (∀l ∈ B1)

với (τ̄ , λ̄) 6= (0, 0), và một hàm dưới cộng tính thuần nhất dương liên tục

Λ : Rn → R thỏa mãn tính chất (M) sao cho

0 ∈ τ̄ ∂(Λ ◦ Fx̄)(x̄) +
∑
i∈I(x̄)

λ̄i∂gi(x̄) +

p∑
j=1

µ̄j∂hj(x̄)−
∑

k∈A∪B

ν̄k∂Gk(x̄)

−
∑
l∈D∪B

χ̄l∂Hl(x̄) +N(C, x̄). (2.10)

Giả sử ngược lại, τ̄ = 0. Khi đó, λ̄ 6= 0. Từ (2.10) tồn tại ξ̄i ∈ ∂gi(x̄) (i ∈ I(x̄)),

ζ̄j ∈ ∂hj(x̄) (j = 1, .., p), η̄k ∈ ∂Gk(x̄)(k ∈ A ∪ B), γ̄l ∈ ∂Hl(x̄) (l ∈ D ∪ B),

σ̄ ∈ N(C, x̄) sao cho

0 =
∑
i∈I(x̄)

λ̄iξ̄i +

p∑
j=1

µ̄j ζ̄j −
∑

k∈A∪B

ν̄kη̄k −
∑
l∈D∪B

χ̄lγ̄l + σ̄. (2.11)

Do điều kiện chính quy (VEPEC–CQ1), tồn tại vectơ υ ∈ TC(x̄) sao cho

〈ζj, υ〉 = 0 (∀ζj ∈ ∂hj(x̄), j = 1, . . . , p),

〈ηk, υ〉 = 0 (∀ηk ∈ ∂Gk(x̄), ∀k ∈ A ∪B);

〈γl, υ〉 = 0 (∀γl ∈ ∂Hl(x̄),∀l ∈ D ∪B);

〈ξi, υ〉 < 0 (∀ξi ∈ ∂gi(x̄),∀i ∈ I(x̄)).

Từ đó, ta suy ra∑
i∈I(x̄)

λ̄i〈ξ̄i, υ〉+

p∑
j=1

µ̄j〈ζ̄j, υ〉 −
∑

k∈A∪B

ν̄k〈η̄k, υ〉 −
∑
l∈D∪B

χ̄l〈γ̄l, υ〉+ 〈σ̄, υ〉 < 0.

Điều này mâu thuẫn với (2.11). Vì vậy, τ̄ > 0, và không mất tính chất tổng

quát ta có thể lấy τ̄ = 1.

Trong trường hợp Fx̄(.) khả vi chặt tại x̄, ta nhận được điều kiện cần Kuhn

– Tucker sau đây:
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2.2.3 Điều kiện cần Kuhn – Tucker cho trường hợp Fx(.) khả vi

chặt

Định lý 2.4. Giả sử x̄ là nghiệm hữu hiệu yếu của (VEPEC) và các giả thiết

của Định lý 4.3 thỏa mãn; Fx̄(.) khả vi chặt tại x̄ với đạo hàm chặt DsFx̄(x̄).

Khi đó, tồn tại ρ̄ ∈ Q∗ \ {0}, λ̄ ∈ Rm, λ̄i ≥ 0 (∀i ∈ I(x̄)), µ̄ ∈ Rp, ν̄ ∈ Rr,

ν̄k ≥ 0 (∀k ∈ B2), χ̄ ∈ Rr, χ̄l ≥ 0 (∀l ∈ B1) sao cho

0 ∈ [DsFx̄(x̄)]∗ρ̄+
∑
i∈I(x̄)

λ̄i∂gi(x̄) +

p∑
j=1

µ̄j∂hj(x̄)

−
∑

k∈A∪B

ν̄k∂Gk(x̄)−
∑
l∈D∪B

χ̄l∂Hl(x̄) +N(C, x̄). (2.12)

trong đó [DsFx̄(x̄)]∗ là ánh xạ liên hợp của DsFx̄(x̄).

Chứng minh. Áp dụng Định lý 4.3, ta suy ra tồn tại λ̄ ∈ Rm, λ̄i ≥ 0 (∀i ∈
I(x̄)), µ̄ ∈ Rp, ν̄ ∈ Rr, ν̄k ≥ 0 (∀k ∈ B2), χ̄ ∈ Rr, χ̄l ≥ 0 (∀l ∈ B1) , và một

hàm dưới cộng tính thuần nhất dương liên tục Λ : Rn → R thỏa mãn tính

chất (M) sao cho

0 ∈ ∂(Λ ◦ Fx̄)(x̄) +
∑
i∈I(x̄)

λ̄i∂gi(x̄) +

p∑
j=1

µ̄j∂hj(x̄)−
∑

k∈A∪B

ν̄k∂Gk(x̄)

−
∑
l∈D∪B

χ̄l∂Hl(x̄) +N(C, x̄). (2.13)

Bởi vì Fx̄(.) khả vi chặt tại x̄, theo Định lý 2.3.10 [4], ta có

∂(Λ ◦ Fx̄)(x̄) ⊆ [DsFx̄(x̄)]∗∂(Λ(Fx̄(x̄)) (2.14)

Từ (2.13) và (2.15) suy ra

0 ∈ [DsFx̄(x̄)]∗∂(Λ(Fx̄)(x̄)) +
∑
i∈I(x̄)

λ̄i∂gi(x̄) +

p∑
j=1

µ̄j∂hj(x̄)

−
∑

k∈A∪B

ν̄k∂Gk(x̄)−
∑
l∈D∪B

χ̄l∂Hl(x̄) +N(C, x̄).

Từ đó, ta suy ra tồn tại ρ̄ ∈ ∂(Λ(Fx̄)(x̄)) sao cho

0 ∈ [DsFx̄(x̄)]∗ρ+
∑
i∈I(x̄)

λ̄i∂gi(x̄) +

p∑
j=1

µ̄j∂hj(x̄)−
∑

k∈A∪B

ν̄k∂Gk(x̄)



24

−
∑
l∈D∪B

χ̄l∂Hl(x̄) +N(C, x̄). (2.15)

Ta sẽ chỉ ra ρ ∈ Q∗ \ {0}. Thật vậy, với mỗi y ∈ intQ ta có 0− (−y) ∈ intQ.

Vì vậy,

〈ρ̄,−y〉 = 〈ρ̄, Fx̄(x̄)− y〉 − Fx̄(x̄)〉 ≤ Λ(Fx̄(x̄)− y)− Λ(Fx̄(x̄))

= Λ(−y) < Λ(0) = 0.

2.3. Điều kiện đủ cho nghiệm hữu hiệu yếu

2.3.1 Điều kiện đủ cho nghiệm hữu hiệu yếu của (VEPEC)

Xét tập K2 = {x ∈ C : g(x) ≤ 0, h(x) = 0, G(x) ≥ 0, H(x) ≥ 0}. Để dẫn

điều kiện đủ cho nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán (VEPEC), ta xét bài toán

cân bằng vectơ (VEP2): Tìm x ∈ K2 sao cho

F (x, y) /∈ −intQ (∀y ∈ K2).

Chú ý rằng nếu x̄ là nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán (VEP2) thì x̄ là

nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán (VEPEC), bởi vì K ⊆ K2. Đặt

IG(x̄) := {k ∈ {1, . . . , r} : Gk(x̄) = 0},

IH(x̄) := {l ∈ {1, . . . , r} : Hl(x̄) = 0}.

Khi đó, với x̄ ∈ K, ta có A ∪B = IG(x̄), D ∪B = IH(x̄).

Một điều kiện đủ cho nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán (VEPEC) có thể

phát biểu như sau:

Định lý 2.5. Giả sử x̄ ∈ K, Fx̄(x̄) = 0 và giả thiết 2.1 thỏa mãn. Giả sử

tồn tại λ̄ ∈ Rm, λ̄i ≥ 0 (∀i ∈ I(x̄)), µ̄ ∈ Rp, ν̄ ∈ Rr, ν̄k ≥ 0 (∀k ∈ A ∪ B),

χ̄ ∈ Rr, χ̄l ≥ 0 (∀l ∈ D ∪ B), và một hàm dưới cộng tính thuần nhất dương

liên tục Λ : Rn → R thỏa mãn tính chất (M) sao cho

0 ∈ ∂(Λ ◦ Fx̄)(x̄) +
∑
i∈I(x̄)

λ̄i∂gi(x̄) +

p∑
j=1

µ̄j∂hj(x̄)
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−
∑

k∈A∪B

ν̄k∂Gk(x̄)−
∑
l∈D∪B

χ̄l∂Hl(x̄) +N(C, x̄). (2.16)

Giả sử C là tập lồi, ánh xạ Λ ◦ Fx̄ là ∂−giả lồi tại x̄ trên C, các ánh xạ

gi (i ∈ I(x̄)) là ∂−tựa lồi tại x̄ trên C, Gk (k ∈ A ∪ B), Hl (l ∈ D ∪ B) là

∂−tựa lõm tại x̄ trên C, hj (j = 1, . . . , p) là ∂−tựa tuyến tính tại x̄ trên C.

Khi đó, x̄ là nghiệm hữu hiệu yếu của (VEPEC).

Chứng minh. Bởi vì Λ lồi liên tục, cho nên Λ Lipschitz địa phương. Vì vậy,

Λ◦Fx̄ Lipschitz địa phương tại x̄. Từ (2.16), ta suy ra tồn tại θ ∈ ∂(Λ◦Fx̄)(x̄),

ξi ∈ ∂gi(x̄) (i ∈ I(x̄)), ζj ∈ ∂hj(x̄) (i = 1, . . . , p), ηk ∈ ∂Gk(x̄) (k ∈ A ∪ B),

γl ∈ ∂Hk(x̄) (l ∈ B ∪B) và σ ∈ NC(x̄) sao cho

0 ∈
∑
i∈I(x̄)

λ̄ξi +

p∑
i=1

µ̄jζj −
∑

k∈A∪B

ν̄kηk −
∑
l∈D∪B

χ̄lγl + σ = 0.

Từ đó suy ra với x ∈ C,

〈θ, x− x̄〉+
∑
i∈I(x̄)

λ̄〈ξi, x− x̄〉+

p∑
i=1

µ̄j〈ζj, x− x̄〉 −
∑

k∈A∪B

ν̄k〈ηk, x− x̄〉

−
∑
l∈D∪B

χ̄l〈γl, x− x̄〉+ 〈σ, x− x̄〉 = 0. (2.17)

Mặt khác, với x ∈ K2, ta có gi(x) ≤ 0 = gi(x̄). Do tính chât ∂−tựa lồi của

hàm gi, ta có

〈ξ, x− x̄〉 ≤ 0 (∀i ∈ I(x̄)). (2.18)

Với x ∈ K2, ta có hj(x)−hj(x̄) = 0. Sử dụng tính chất ∂−tựa tuyến tính của

hj, ta nhận được

〈ζj, x− x̄〉 = 0 (∀j = 1, . . . , p). (2.19)

Bởi vì các hàm Gk (k ∈ A ∪ B) và Hl (l ∈ D ∪ B) là ∂−tựa lõm tại x̄ ∈ K2,

cho nên

〈ηk, x− x̄〉 ≥ 0 (∀k ∈ A ∪B), (2.20)

〈γl, x− x̄〉 ≥ 0 (∀l ∈ D ∪B). (2.21)

Bởi vì C lồi, cho nên T (C; x̄) = R+(C − x̄). Từ đó, ta suy ra

〈σ, x− x̄〉 ≤ 0. (2.22)
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Từ (2.17) - (2.22) ta suy ra với mọi x ∈ K2,

< θ, x− x̄ >≥ 0.

Do tính chất ∂−giả lồi của ánh xạ Λ ◦ Fx̄, ta nhận được

Λ ◦ Fx̄(x) ≥ Λ ◦ Fx̄(x̄) = 0 (∀x ∈ K2). (2.23)

Ta chỉ ra x̄ là nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán (VEP2). Thật vậy, giả sử

ngược lại sẽ tồn tại x1 ∈ K2 sao cho

Fx̄1(x1) ∈ −intQ.

Do Fx̄1(x1) = 0− (−Fx̄1(x1)) ∈ intQ và sử dụng tính chất (M) của Λ, ta nhận

được

Λ ◦ Fx̄(x1) < Λ(0) = 0.

Điều này mâu thuẫn với (2.23). Vậy x̄ là nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán

(VEP2). Từ đó, ta suy ra x̄ là nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán (VEPEC).

Trong trường hợp Fx̄(.) khả vi chặt tại x̄, ta có điều kiện đủ tối ưu sau đây

cho bài toán (VEPEC):

Hệ quả 2.1. Giả sử x̄ ∈ K; Fx̄(x̄) = 0; Fx̄(.) khả vi chặt tại x̄; g1, . . . , gm,

h1, . . . , hp, G1, . . . , Gr, H1, . . . , Hr Lipschitz địa phương tại x̄; tồn tại ρ̄ ∈
Q∗ \ {0}, λ̄ ∈ Rm, λ̄i ≥ 0 (∀i ∈ I(x̄)), µ̄ ∈ Rp, ν̄ ∈ Rr, ν̄k ≥ 0 (∀k ∈ A ∪ B),

χ̄ ∈ Rr, χ̄l ≥ 0 (∀l ∈ D ∪B) sao cho

0 ∈ [DsFx̄(x̄)]∗ρ̄+
∑
i∈I(x̄)

λ̄i∂gi(x̄) +

p∑
j=1

µ̄j∂hj(x̄)

−
∑

k∈A∪B

ν̄k∂Gk(x̄)−
∑
l∈D∪B

χ̄l∂Hl(x̄) +N(C, x̄).

Giả sử C là tập lồi, các ánh xạ gi (i ∈ I(x̄)) là ∂−tựa lồi tại x̄ trên C,

Gk (k ∈ A ∪B), Hl (l ∈ D ∪B) là ∂−tựa lõm tại x̄ trên C, hj (j = 1, . . . , p)

là ∂−tựa tuyến tính tại x̄ trên C. Khi đó, x̄ là nghiệm hữu hiệu yếu của

(VEPEC).

Chứng minh. Bởi vì ánh xạ [DsFx(x)]∗ρ tuyến tính, cho nên giả lồi tại x trên

C. Áp dụng Định lý 2.5, ta suy ra điều phải chứng minh.
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2.3.2 Ví dụ

Định lý 2.5 được minh họa bởi ví dụ sau đây:

Ví dụ 2.2. Lấy X = R2, C = [−1, 0] × [−1, 0], Q = R2
+, x̄ = (0, 0). Cho

ánh xạ F : R2 × R2 → R2 được xác định bởi

F = (f1, f2),

f1(x, y) =

{
y2

1 + x2y
2
2, (y1, y2) ∈ R− × R,

−2y1 − x
1
3y2, (y1, y2) ∈ R+ × R,

f2(x, y) = −ln(1 + y2) + x2
2|y1|,

(x = (x1, x2) ∈ R2, y = (y1, y2) ∈ R2). Đặt fi,x̄(y) = fi(x̄, y) (i = 1, 2). Khi

đó Fx̄(x̄) = (0, 0), ∂f1,x̄(x̄) = [−2, 0]×{0}, ∂f2,x̄(x̄) = {0}×{−1}, Q∗ = R2
+.

g,G,H : R2 → R được xác định như sau:

g(y) =

{
y1 + y2

2, (y1, y2) ∈ R− × R,
0, (y1, y2) ∈ R+ × R,

G(y) =

{
−ey1 + 1− y2

2, (y1, y2) ∈ R− × R,
0, (y1, y2) ∈ R+ × R,

H(y) =

{
−1

2y1 − y2
2, (y1, y2) ∈ R− × R,

y2
1 − y4

2, (y1, y2) ∈ R+ × R.
Xét bài toán cân bằng vectơ:

F (x, y) /∈ −intQ (∀y ∈ K),

trong đó

K = {y ∈ R2 : g(y) ≤ 0, G(y) ≥ 0, H(y) ≥ 0, G(y)H(y) = 0}.

Khi đó, x̄ = (0, 0) ∈ K. Với Λ = (1, 0), ta có ∂(Λ ◦ Fx̄(x̄)) = [−2, 0] × {0},
và Λ ◦ Fx̄ là ∂−giả lồi tại x̄ trên C; g là ∂−tựa lồi tại x̄ trên C; G và H là

∂−tựa lõm tại x̄ trên C. Ta có ∂g(x̄) = [0, 1] × {0}, ∂G(x̄) = [−1, 0] × {0},
∂H(x̄) = [−1

2 , 0]× {0}, T (C, x̄) = R2
−, N(C, x̄) = R2

+. Điều kiện (2.16) đúng

với Λ = (1, 0), λ̄ = ν̄ = χ̄ = 1:

(0, 0) ∈ [−2, 0]×{0}+ 1.[0, 1]×{0}− 1.[−1, 0]×{0}− 1.[−1

2
, 0]×{0}+R2

+.

Như vậy, các giả thiết của Định lý 2.5 thỏa mãn. Vì vậy, x̄ là nghiệm hữu

hiệu yếu của bài toán trên.
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Chương 3

Áp dụng

3.1. Điều kiện tối ưu cho bài toán bất đẳng thức biến phân vectơ

và bài toán tối ưu vectơ qua phần trong tựa tương đối

Trong mục này trình bày các điều kiện tối ưu cho bài toán bất đẳng thức

biến phân vectơ và bài toán tối ưu vectơ bằng cách sử dụng Định lý tách của

Cammaroto – Bella [3], chúng tôi chứng minh điều kiện tối ưu cho nghiệm

hữu hiệu của bài toán không có ràng buộc dưới ngôn ngữ dưới vi phân Clarle.

Các điều kiện đủ tối ưu được dẫn với các giả thiết về tính ∂−giả lồi của hàm

mục tiêu. Sử dụng kết quả của Jiménez – Novo [11] về nón của giao hai tập,

chúng tôi chứng minh điều kiện cần cho nghiệm hữu hiệu của bài toán có

ràng buộc đẳng thức, bất đẳng thức và ràng buộc tập qua các dưới vi phân

Clarke và Dini. Các điều kiện đủ cho nghiệm hữu hiệu của bài toán đó được

dẫn với các giả thiết về tính ∂−giả lồi và ∂D−tựa lồi. Các kết quả đó được

áp dụng để dẫn các điều kiện tối ưu cho bài toán bất đẳng thức vectơ và bài

toán tối ưu vectơ. Các kết quả được trình bày dựa vào công trình của Đ.V.

Lưu – Đ.D. Hằng ([16]) (SCIE) và công trình của Đinh Diệu Hằng (2015).

3.1.1 Điều kiện tối ưu cho bài toán cân bằng vectơ có ràng buộc

Giả sử X = Rp, Y = Rn, F là ánh xạ từ Rp × Rp vào Rm; g : Rp → Rm;

h : Rp → R`; Q là nón lồi đóng nhọn trong Rn; C là tập con đóng không rỗng

của Rp. Khi đó g = (g1, . . . , gm), h = (h1, . . . , h`), trong đó g1, . . . , gm, h1, . . . , h`
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là các hàm giá trị thực xác định trên Rp. Đặt I = {1, . . . ,m}, L = {1, . . . , `},

K = {y ∈ C : gi(y) 6 0 (i ∈ I), hj(y) = 0 (j ∈ L)}.

Xét bài toán cân bằng vectơ (CVEP): Tìm x ∈ K sao cho

F (x, y) /∈ −Q \ {0} (∀y ∈ K). (3.1)

Công thức (3.1) tương đương với:

F (x,K) ∩ (−Q\{0}) = ∅.

Điểm x thỏa mãn (3.1) được gọi là nghiệm hữu hiệu của bài toán (CVEP).

Đặt

I(x) := {i ∈ I : gi(x) = 0},

H := {x ∈ Rp : gi(x) ≤ 0 (∀i ∈ I(x)), hj(x) = 0 (∀j ∈ L)},

D(H) := {v ∈ Rp : Dgi(x; v) < 0 (∀i ∈ I(x)), 〈Ohj(x), v〉 = 0 (∀j ∈ L)}.

D(H) được thiết lập từ các đạo hàm của gi(i ∈ I(x)) và hj(j ∈ L). Như vậy

K = H ∩ C.

Giả sử T là ánh xạ từ Rp vào L(Rp,Rn). Với

F (x, y) = (Tx)(y − x) (x, y ∈ Rp),

(CVEP) trở thành bài toán bất đẳng thức biến phân vectơ, ký hiệu là (CVVI).

Giả sử f là ánh xạ từ Rp vào Rn. Với song hàm

F (x, y) = f(y)− f(x) (x, y ∈ Rp),

(CVEP) trở thành bài toán tối ưu vectơ (CVOP):

min{f(x) : x ∈ K}.

Điều kiện cần cho nghiệm hữu hiệu của (CVEP)

Kết quả sau đây của Jiménez – Novo [11] được sử dụng để chứng minh

Định lý 3.1 dưới đây.

Mệnh đề 3.1. Giả sử x ∈ K,C lồi; h liên tục trong một lân cận của x và

khả vi Fréchet tại x với đạo hàm Fréchet ∇h(x) = (∇h1(x), . . . ,∇h`(x)); Với
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mỗi i ∈ I(x), gi là tựa lồi trong một lân cận của x và khả vi Dini tại x, hoặc

khả vi Hadamard tại x, trong cả hai trường hợp đạo hàm đều là hàm lồi theo

biến phương. Giả sử điều kiện chính quy sau đúng:

(CQ6) 0 ∈
∑
i∈I(x)

µi∂Dgi(x) +
∑
j∈J

γj∇hj(x) +NC(x), µi > 0 (∀i ∈ I(x))

⇒ µi = 0 (∀i ∈ I(x)), γj = 0 (j ∈ L).

Khi đó,

TH∩C(x) = TH(x) ∩ TC(x),

NH∩C(x) = NH(x) +NC(x)

= coneco(∪i∈I(x)∂Dgi(x)) + lin{∇hj(x) : j ∈ L}+NC(x),

trong đó conecoA là nón sinh bởi bao lồi của A, lin kí hiệu bao tuyến tính.

Chú ý rằng nếu trong bài toán không có ràng buộc bất đẳng thức, C = Rp,

h thuộc lớp C1 trong một lân cận của x và ∇h1(x), . . . ,∇h`(x) độc lập tuyến

tính thì Điều kiện chính quy (CQ6) đúng. Từ Mệnh đề 3.1 ta nhận được

TH(x) = ker∇h(x).

Đây chính là Định lý Ljusternik cổ điển.

Bây giờ ta phát biểu điều kiện cần cho nghiệm hữu hiệu của (CVEP).

Định lý 3.1. Giả sử x là nghiệm hữu hiệu của bài toán (CVEP); Fx(.)

Lipschitz địa phương tại x, Fx(x) = 0, và tất cả giả thiết của Mệnh đề 3.1

thỏa mãn. Giả sử qriFx(K) 6= ∅, qriQ 6= ∅ và clcone[qri(coFx(K)) + qriQ]

không là không gian con tuyến tính của Rp. Khi đó, tồn tại λ ∈ Q∗\{0},
µi ≥ 0 (∀i ∈ I(x)), γj ∈ R (j ∈ L) sao cho

0 ∈ λ ◦ ∂JFx(x) +
∑
i∈I(x)

µi∂Dgi(x) +
∑
j∈J

γjOhj(x) +NC(x)

Chứng minh. Theo chứng minh Định lý 3.3 [11], ta có

TH(x) = {v ∈ Rp : Dgi(x; v) ≤ 0 (∀i ∈ I(x)), 〈Ohj(x), v〉 = 0 (∀j ∈ L)}.

Bởi vì với mỗi i ∈ I(x), gi tựa lồi trong một lân cận của x và khả vi Dini

hoặc khả vi Hadamard tại x, trong cả hai trường hợp đạo hàm đều lồi theo
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phương, ta suy ra T (H;x) lồi. Vì vậy, TH∩C(x) lồi, tồn tại λ ∈ Q∗\{0} sao

cho

0 ∈ λ ◦ ∂Fx(x) +NH∩C(x). (3.2)

Mặt khác, theo Mệnh đề 3.1, ta có

NH∩C(x) = coneco(∪i∈I(x)∂Dgi(x)) + lin{Ohj(x) : j ∈ L}+NC(x). (3.3)

Từ (3.2) và (3.3) suy ra tồn tại λ ∈ Q∗\{0}, µi ≥ 0 (∀i ∈ I(x)) và γj ∈ R (j ∈
L) sao cho

0 ∈ λ ◦ ∂JFx(x) +
∑
i∈I(x)

µi∂Dgi(x)) +
∑
j∈L

γjOhj(x) +NC(x).

Nếu trong bài toán không có ràng buộc bất đẳng thức và C = Rp, ta nhận

được hệ quả sau đây của Định lý 3.1.

Hệ quả 3.1. Giả sử các giả thiết của Định lý 3.1 thỏa mãn, trong đó

không có ràng buộc bất đằng thức, C = Rp và (CQ6) được thay bởi hệ

∇h1(x), . . . ,∇h`(x) độc lập tuyến tính. Khi đó, tồn tại λ ∈ Q∗\{0}, γj ∈ R
sao cho

0 ∈ λ ◦ ∂JFx(x) +
∑
j∈L

γjOhj(x).

Chứng minh. Nếu trong bài toán không có ràng buộc bất đẳng thức, C = Rp

và hệ ∇h1(x), . . . ,∇h`(x) độc lập tuyến tính thì (CQ6) đúng. Áp dụng Định

lý 3.1 ta nhận được điều phải chứng minh.

Nếu trong bài toán không có ràng buộc bất đẳng thức, ta có

D(H) = {v ∈ Rp : Dgi(x; v) < 0,∀i ∈ I(x)}.

Khi đó ta có Hệ quả sau

Hệ quả 3.2. Giả sử các giả thiết của Định lý 3.1 thỏa mãn trong đó không

có ràng buộc bất đẳng thức và (CQ6) được thay thế bởi

(CQ7) D(H) ∩ (C − x) 6= ∅.

Khi đó, tồn tại λ ∈ Q∗\{0}, µi ≥ 0 (i ∈ I(x)) sao cho

0 ∈ λ ◦ ∂JFx(x) +
∑
i∈I(x)

µi∂Dgi(x) +NC(x).
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Chứng minh. Từ Nhận xét 3.4 [11] ta suy ra (CQ6) tương đương với (CQ7).

Vì vậy, áp dụng Định lý 3.1 ta suy ra điều phải chứng minh.

Điều kiện đủ tối ưu cho bài toán (CVEP)

Bây giờ ta phát biểu một điều kiện đủ cho nghiệm hữu hiệu của (CVEP).

Định lý 3.2. Giả sử x ∈ K; Fx : X → Y Lipschitz địa phương tại x, h khả

vi Fréchet tại x. Khi đó, tồn tại λ ∈ Q∗0, µi ≥ 0 (i ∈ I(x)), γj ∈ R (j ∈ L)

sao cho

0 ∈ λ ◦ ∂JFx(x) +
∑
i∈I(x)

µi∂Dgi(x) +
∑
j∈L

γjOhj(x) +NC(x). (3.4)

Giả sử C lồi, ánh xạ λ◦Fx là ∂−giả lồi tại x trên C, các ánh xạ gi (i ∈ I(x))

∂D−tựa lồi tại x trên C, các ánh xạ h1, . . . , hl tựa tuyến tính tại x trên C.

Khi đó, x là nghiệm hữu hiệu của bài toán (CVEP).

Chứng minh. Do (3.4) tồn tại ξ ∈ ∂JFx(x), ζi ∈ ∂Dgi(x) (i ∈ I(x)), η ∈ NC(x)

sao cho

λ ◦ ξ +
∑
i∈I(x)

µiζi +
∑
j∈L

γj∇hj(x) + η = 0. (3.5)

Từ đó suy ra với bất kỳ x ∈ C,

〈λ◦ξ, x−x〉+
∑
i∈I(x)

µi〈ζi, x−x〉+
∑
j∈L

γj〈∇hj(x), x−x〉+〈ζ, x−x〉 = 0. (3.6)

Với x ∈ K, ta có gi(x) 6 0 = gi(x) (∀i ∈ I(x)). Do tính ∂D−tựa lồi của gi tại

x, ta suy ra

〈ζi, x− x〉 6 0 (∀i ∈ I(x)). (3.7)

Với x ∈ K, ta có hj(x) = 0 = hj(x). Do tính tựa tuyến tính của ±hj tại

x (j ∈ L), ta suy ra

〈∇hj(x), x− x〉 = 0 (j ∈ L)). (3.8)

Mặt khác, bởi vì C lồi, ta suy ra TK(x) = R+(C − x). Do đó,

〈η, x− x〉 6 0. (3.9)
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Thay thế (3.7)–(3.9) vào (3.6), ta nhận được

〈λ ◦ ξ, x− x〉 > 0 (∀x ∈ K).

Do tính ∂−giả lồi của λ ◦ Fx, ta có

λ ◦ Fx(x) > 0 (∀x ∈ K). (3.10)

Ta chỉ ra rằng x là một nghiệm hữu hiệu của (CVEP). Thật vậy, nếu điều

này không đúng thì tồn tại x1 ∈ K sao cho

F (x, x1) ∈ −Q \ {0}.

Bởi vì λ ∈ Q∗0 cho nên

λ ◦ Fx(x1) < 0.

Điều này mâu thuẫn với (3.10).

Ví dụ 3.1. Cho F là ánh xạ từ R3 × R3 vào R3 được xác định như sau:

F (x, y) =

(
| x2 |

1
2 + | y1 |,

1

2
| y3 | − | x2 |,−x2 + y2

)
,

(x = (x1, x2, x3) ∈ R3, y = (y1, y2, y3) ∈ R3). Lấy Q = R+ × {0} × R+, C =

[0, 1]× [0, 1]× [0, 1], x = (0, 0, 0), và g được xác định trên R3 như sau:

g(x) = (g1(x), g2(x)) =

(
x2

1 sin
1

x1
− x2

1,−x2

)
.

Khi đó, K = C,Q∗ = R− × R × R−, TK(x) = R+ × R+ × R+, NK(x) =

R− × R− × R−, và

Fx(y) =

(
| y1 |,

1

2
| y3 |, y2

)
, Fx(x) = 0.

Ta có qriFx(K) = (0, 1) × (0, 1) × (0, 1) 6= ∅, qriQ = R++ × {0} × R++ 6= ∅,
clcone[qri(coFx̄(K)) + qriQ] không là một không gian con tuyến tính của R3.

Ta có

∂JFx(x) =


 α 0 0

0 0 β

0 1 0

 : −1 6 α 6 1,−1

2
6 β 6

1

2


∂Dg1(x) = {(0, 0, 0)}, ∂Dg2(x) = {(0,−1, 0)}.
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Điểm x = (0, 0, 0) là một nghiệm hữu hiệu của bài toán cân bằng:

F (x, y) /∈ −Q \ {0} (∀y ∈ K).

Khi đó các giả thiết của Định lý 3.1 thỏa mãn và điều kiện cần đã phát biểu

trong Định lý 3.1 đúng với λ = (1, 1, 1), µ1 = 1, µ2 = 2.

3.1.2 Áp dụng cho bài toán bất đẳng thức biến phân vectơ và bài

toán tối ưu vectơ

Điều kiện tối ưu cho bài toán bất đẳng thức biến phân vectơ

Bây giờ ta phát biểu một điều kiện cần cho nghiệm hữu hiệu của bài toán

bất đẳng thức biến phân vectơ (CVVI).

Định lý 3.3.

Giả sử x là nghiệm hữu hiệu của bài toán (CVVI) và các giả thiết của Mệnh

đề 3.1 thỏa mãn. Giả sử qriT (x)(K) 6= ∅, qriQ 6= ∅ và clcone[qri(coT (x)(K)+

qriQ] không là không gian con tuyến tính của X. Khi đó, tồn tại λ ∈ Q∗\{0},
µi ≥ 0 (∀i ∈ I(x)), γj ∈ R (j ∈ L) sao cho

0 ∈ λ ◦ T (x) +
∑
i∈I(x)

µi∂Dgi(x) +
∑
j∈J

γjOhj(x) +N(C;x).

Chứng minh.

Bởi vì T (x) là ánh xạ tuyến tính liên tục Rp → Rn, cho nên T (x) khả

vi chặt và Lipschitz địa phương. Khi đó, ∂JFx(x) = {T (x)}. Rõ ràng là với

Fx(y) = T (x)(y − x), ta có Fx(x) = 0.

Do qriT (x)(K) 6= ∅, ta suy ra qriT (x)(K − x) 6= ∅, tức là qriFx(K) 6= ∅.
Theo giả thiết, clcone[qri(coT (x)(K)) + qriQ] không là không gian con của

Rp, ta suy ra clcone[qri(co(T (x)(K−x) + qriQ] không là không gian con của

Rp. Điều đó có nghĩa là clcone[qri(coFx(K))+ qriQ] không là không gian con

của Rp. Như vậy, tất cả các giả thiết của Định lý 3.1 thỏa mãn. Áp dụng

Định lý 2.1, ta suy ra

0 ∈ λ ◦ ∂JFx(x) +
∑
i∈I(x)

µi∂Dgi(x) +
∑
j∈J

γjOhj(x) +N(C;x)

= λ ◦ T (x) +
∑
i∈I(x)

µi∂Dgi(x) +
∑
j∈J

γjOhj(x) +N(C;x)
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Định lý được chứng minh.

Một điều kiện đủ cho nghiệm hữu hiệu của bài toán (CVVI) được phát

biểu như sau:

Định lý 3.4.

Giả sử x ∈ K; h khả vi Fréchet tại x; tồn tại λ ∈ Q∗0, µi > 0 (i ∈ I(x)),

γj ∈ R (j ∈ L) sao cho

0 ∈ λ ◦ T (x) +
∑
i∈I(x)

µi∂Dgi(x) +
∑
j∈L

γjOhj(x) +N(C;x) (4.1)

Giả sử C lồi, ánh xạ λ◦T (x) là ∂−giả lồi tại x trên C, các ánh xạ gi (i ∈ I(x))

là ∂D−tựa lồi tại x trên C, các ánh xạ h1, ..., hl tựa tuyến tính tại x trên C.

Khi đó, x là nghiệm hữu hiệu của bài toán (CVVI).

Chứng minh.

Với Fx = T (x)(y − x), ta có Fx(.) Lipschitz địa phương tại x, bởi vì T (x)

khả vi chặt. Đồng thời,

∂JFx(x) = {T (x)}.

Ánh xạ λ ◦ T (x) là ∂−giả lồi tại x trên C, bởi vì nó tuyến tính. Do đó, ánh

xạ λ ◦ Fx là ∂−giả lồi tại x trên C. Theo giả thiết, tồn tại λ ∈ Q∗0, µi ≥ 0

(∀i ∈ I(x)), γj ∈ R (j ∈ L) sao cho (4.1) đúng. Do đó (3.4) đúng. Như vậy

tất cả các giả thiết của thỏa mãn. Áp dụng Định lý 3.2 ta suy ra x là nghiệm

hữu hiệu của bài toán (CVVI).

Điều kiện tối ưu cho bài toán tối ưu vectơ

Trong mục này ta sẽ trình bày các điều kiện cần và đủ cho nghiệm hữu

hiệu của bài toán tối ưu vectơ (CVOP).

Định lý 3.5.

Giả sử x là nghiệm hữu hiệu của bài toán (CVOP); f Lipschitz địa phương

tại x, và giả thiết của Mệnh đề 3.1 thỏa mãn. Giả sử qrif(K) 6= ∅, qriQ 6= ∅
và clcone[qri(cof(K)) + qriQ] không là không gian con tuyến tính của Rp.

Khi đó, tồn tại λ ∈ Q∗\{0}, µi ≥ 0 (∀i ∈ I(x)), γj ∈ R (j ∈ L) sao cho

0 ∈ λ ◦ ∂Jf(x) +
∑
i∈I(x)

µi∂Dgi(x) +
∑
j∈J

γjOhj(x) +N(C;x). (4.2)
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Chứng minh.

Với Fx(x) = f(x)− f(x), ta có x là nghiệm hữu hiệu của bài toán (CVEP)

và Fx(x) = 0. Hơn nữa,

∂JFx(x) = ∂Jf(x). (4.3)

Nếu qrif(K) 6= ∅, ta suy ra qrif(K)− f(x) 6= ∅, tức là qriFx(K) 6= ∅. Theo
giả thiết, clcone[qri(cof(K)) + qriQ] không là không gian con của Rp suy ra

clcone[qri(co(f(K) − f(x)) + qriQ] không là không gian con của Rp. Điều

đó có nghĩa là clcone[qri(coFx(K)) + qriQ] không là không gian con của Rp.

Như vậy, tất cả các giả thiết của Định lý 3.1 đều thỏa mãn. Áp dụng Định lý

3.1 ta suy ra tồn tại λ ∈ Q∗\{0}, µi ≥ 0 (∀i ∈ I(x)), γj ∈ R (j ∈ L) sao cho

0 ∈ λ ◦ ∂JFx(x) +
∑
i∈I(x)

µi∂Dgi(x) +
∑
j∈J

γjOhj(x) +N(C;x)

= λ ◦ ∂J(f − f(x))(x) +
∑
i∈I(x)

µi∂Dgi(x) +
∑
j∈J

γjOhj(x) +N(C;x)

Từ (4.3) ta suy ra

0 ∈ λ ◦ ∂Jf(x) +
∑
i∈I(x)

µi∂Dgi(x) +
∑
j∈J

γjOhj(x) +N(C;x)

Định lý được chứng minh.

Một điều kiện đủ cho nghiệm hữu hiệu của (CVOP) có thể phát biểu như

sau:

Định lý 3.6.

Giả sử x ∈ K; f Lipschitz địa phương tại x; h khả vi Fréchet tại x. Khi

đó, tồn tại λ ∈ Q∗0, µi > 0 (i ∈ I(x)), γj ∈ R (j ∈ L) sao cho

0 ∈ λ ◦ ∂Jf(x) +
∑
i∈I(x)

µi∂Dgi(x) +
∑
j∈L

γjOhj(x) +N(C;x). (4.4)

Giả sử C lồi, ánh xạ λ ◦ f là ∂−giả lồi tại x trên C, các ánh xạ gi (i ∈ I(x))

∂−tựa lồi tại x trên C, các ánh xạ h1, ..., hl tựa tuyến tính tại x trên C. Khi

đó, x là nghiệm hữu hiệu của bài toán (CVOP).

Chứng minh.
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Với Fx(y) = f(y)−f(x) ta có Fx(.) Lipschitz địa phương tại x, và ∂JFx(x) =

∂Jf(x). Theo giả thiết, ánh λ ◦ f là ∂−giả lồi tại x trên C, cho nên ánh xạ

λ ◦ Fx(.) là ∂−giả lồi tại x trên C. Theo giả thiết, tồn tại λ ∈ Q∗0, µi > 0

(∀i ∈ I(x)), γj ∈ R (j ∈ L) sao cho (4.4) đúng. Do đó (3.4) đúng. Như vậy

tất cả các giả thiết của Định lý 3.2 thỏa mãn. Áp dụng Định lý 3.2 ta suy ra

x là nghiệm hữu hiệu của bài toán (CVOP).

3.2. Điều kiện tối ưu cho bài toán bất đẳng thức biến phân vectơ

(VVIEC)

Từ các điều kiện cần và đủ cho nghiệm hữu hiệu yếu của (VEPEC) trong

các phần trước, ta có thể dẫn các điều kiện tối ưu cho bài toán bất đẳng thức

biến phân vectơ (VVIEC) và bài toán tối ưu vectơ (VOPEC). Trước hết ta

trình bày điều kiện cần Kuhn – Tucker cho nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán

bất đẳng thức biến phân (VVIEC). Giả sử (B1, B2) là một phân hoạch của

B, tức là B = B1 ∪B2 và B1 ∩B2 = ∅.

Định lý 3.7. Giả sử x̄ là nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán (VVIEC);

g1, . . . , gm, h1, . . . , hp, G1, . . . , Gr, H1, . . . , Hr Lipschitz địa phương tại x; Điều

kiện chính quy (VVIEC–CQ1) đúng. Khi đó, tồn tại ρ̄ ∈ Q∗ \ {0}, λ̄ ∈ Rm,

λ̄i ≥ 0 (∀i ∈ I(x̄)), µ̄ ∈ Rp, ν̄ ∈ Rr, ν̄k ≥ 0 (∀k ∈ B2), χ̄ ∈ Rr, χ̄l ≥ 0

(∀l ∈ B1), sao cho

0 ∈ T (x̄)∗ρ̄+
∑
i∈I(x̄)

λ̄i∂gi(x̄) +

p∑
j=1

µ̄j∂hj(x̄)−
∑

k∈A∪B

ν̄k∂Gk(x̄)

−
∑
l∈D∪B

χ̄l∂Hl(x̄) +N(C, x̄). (3.11)

Chứng minh. Đặt F (x̄, y) = T (x̄)(y − x̄). Khi đó, Fx̄(x̄) = 0. Bởi vì ánh xạ

T (x̄)(.) tuyến tính liên tục, cho nên nó khả vi chặt tại x̄. Vì vậy, ánh xạ Fx̄(.)

khả vi chặt tại x̄ và

DsFx̄(x̄) = T (x̄). (3.12)

Áp dụng Định lý 2.4 cho bài toán (VVIEC), ta suy ra tồn tại ρ̄ ∈ Q∗ \ {0},
λ̄ ∈ Rm, λ̄i ≥ 0 (∀i ∈ I(x̄)), µ̄ ∈ Rp, ν̄ ∈ Rr, ν̄k ≥ 0 (∀k ∈ B2), χ̄ ∈ Rr,
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χ̄l ≥ 0 (∀l ∈ B1), sao cho

0 ∈ [DsFx̄(x̄)]∗ρ̄+
∑
i∈I(x̄)

λ̄i∂gi(x̄) +

p∑
j=1

µ̄j∂hj(x̄)

−
∑

k∈A∪B

ν̄k∂Gk(x̄)−
∑
l∈D∪B

χ̄l∂Hl(x̄) +N(C, x̄).

Từ bao hàm thức này và (3.12) ta suy ra (3.11).

Điều kiện đủ cho nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán bất đẳng thức biến

phân (VVIEC) có thể phát biểu như sau:

Định lý 3.8. Giả sử x̄ ∈ K; g1, . . . , gm, h1, . . . , hp, G1, . . . , Gr, H1, . . . , Hr

Lipschitz địa phương tại x̄; tồn tại ρ̄ ∈ Q∗ \ {0}, λ̄ ∈ Rm, λ̄i ≥ 0 (∀i ∈ I(x̄)),

µ̄ ∈ Rp, ν̄ ∈ Rr, ν̄k ≥ 0 (∀k ∈ A ∪B), χ̄ ∈ Rr, χ̄l ≥ 0 (∀l ∈ D ∪B) sao cho

0 ∈ T (x̄)∗ρ̄+
∑
i∈I(x̄)

λ̄i∂gi(x̄) +

p∑
j=1

µ̄j∂hj(x̄)

−
∑

k∈A∪B

ν̄k∂Gk(x̄)−
∑
l∈D∪B

χ̄l∂Hl(x̄) +N(C, x̄).

Giả sử C là tập lồi, các ánh xạ gi (i ∈ I(x̄)) là ∂−tựa lồi tại x̄ trên C,

Gk (k ∈ A ∪ B), Hl(l ∈ D ∪ B) là ∂−tựa lõm tại x̄ trên C, hj (j = 1, . . . , p)

là ∂−tựa tuyến tính tại x̄ trên C. Khi đó, x̄ là nghiệm hữu hiệu yếu của

(VVIEC).

Chứng minh. Định lý 3.8 là hệ quả trực tiếp của Hệ quả 2.1.

3.3. Điều kiện tối ưu cho bài toán tối ưu vectơ (VOPEC)

Sau đây, chúng tôi trình bày điều kiện cần Kuhn – Tucker cho nghiệm hữu

hiệu yếu của bài toán tối ưu vectơ (VOPEC).

Định lý 3.9. Giả sử x̄ là nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán (VOPEC); hàm

f là hàm khả vi liên tục Fréchet tại x̄ với đạo hàm Fréchet ∇f(x̄); các hàm

g1, . . . , gm, h1, . . . , hp, G1, . . . , Gr, H1, . . . , Hr Lipschitz địa phương tại x; Điều

kiện chính quy (VOPEC–CQ1) đúng. Khi đó, tồn tại ρ̄ ∈ Q∗ \ {0}, λ̄ ∈ Rm,
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λ̄i ≥ 0 (∀i ∈ I(x̄)), µ̄ ∈ Rp, ν̄ ∈ Rr, ν̄k ≥ 0 (∀k ∈ B2), χ̄ ∈ Rr, χ̄l ≥ 0

(∀l ∈ B1), sao cho

0 ∈ ρ̄∇f(x̄) +
∑
i∈I(x̄)

λ̄i∂gi(x̄) +

p∑
j=1

µ̄j∂hj(x̄)

−
∑

k∈A∪B

ν̄k∂Gk(x̄)−
∑
l∈D∪B

χ̄l∂Hl(x̄) +N(C, x̄). (3.13)

Chứng minh. Với F (x, y) = f(y)− f(x), ta có Fx(x) = 0 và f khả vi chặt tại

x, trong đó

Dsf(x) = ∇f(x). (3.14)

Áp dụng Định lý 2.5 cho bài toán (VOPEC), ta suy ra tồn tại ρ̄ ∈ Q∗ \ {0},
λ̄ ∈ Rm, λ̄i ≥ 0 (∀i ∈ I(x̄)), µ̄ ∈ Rp, ν̄ ∈ Rr, ν̄k ≥ 0 (∀k ∈ B2), χ̄ ∈ Rr,

χ̄l ≥ 0 (∀l ∈ B1), sao cho

0 ∈ [DsFx(x)]∗ρ̄+
∑
i∈I(x̄)

λ̄i∂gi(x̄) +

p∑
j=1

µ̄j∂hj(x̄)

−
∑

k∈A∪B

ν̄k∂Gk(x̄)−
∑
l∈D∪B

χ̄l∂Hl(x̄) +N(C, x̄).

Từ bao hàm thức này và (3.14), ta suy ra điều phải chứng minh.

Sau đây, chúng tôi trình bày một điều kiện đủ cho nghiệm hữu hiệu yếu

của bài toán tối ưu vectơ (VOPEC).

Định lý 3.10. Giả sử x̄ ∈ K; f là hàm khả vi liên tục Fréchet tại x̄; các

hàm g1, . . . , gm, h1, . . . , hp, G1, . . . , Gr, H1, . . . , Hr Lipschitz địa phương tại

x̄; tồn tại ρ̄ ∈ Q∗ \ {0}, λ̄ ∈ Rm, λ̄i ≥ 0 (∀i ∈ I(x̄)), µ̄ ∈ Rp, ν̄ ∈ Rr,

ν̄k ≥ 0 (∀k ∈ A ∪B), χ̄ ∈ Rr, χ̄l ≥ 0 (∀l ∈ D ∪B) sao cho

0 ∈ ρ̄∇f(x̄) +
∑
i∈I(x̄)

λ̄i∂gi(x̄) +

p∑
j=1

µ̄j∂hj(x̄)

−
∑

k∈A∪B

ν̄k∂Gk(x̄)−
∑
l∈D∪B

χ̄l∂Hl(x̄) +N(C, x̄).

Giả sử C là tập lồi, các hàm gi (i ∈ I(x̄)) là ∂−tựa lồi tại x̄ trên C, các hàm

Gk (k ∈ A ∪ B), Hl (l ∈ D ∪ B) là ∂−tựa lõm tại x̄ trên C, hj (j = 1, . . . , p)
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là ∂−tựa tuyến tính tại x̄ trên C. Khi đó, x̄ là nghiệm hữu hiệu yếu của bài

toán (VOPEC).

Chứng minh. Định lý là hệ quả trực tiếp của Hệ quả 2.1.

3.4. Điều kiện tối ưu cho nghiệm hữu hiệu Henig và siêu hữu

hiệu của bài toán cân bằng vectơ có ràng buộc

Bài toán cân bằng vectơ có ràng buộc (CVEP) được định nghĩa như sau:

Cho song hàm F : A × A → Y thỏa mãn điều kiện cân bằng F (x0, x0) = 0

với mọi x0 ∈ A, và các hàm mục tiêu

g : A→ Z, h : A→ W.

Tập chấp nhận được của bài toán (CVEP) được ký hiệu bởi

S = {x ∈ A : g(x) ∈ −K, h(x) = 0}.

Với mỗi x ∈ X ta ký hiệu

Fx(S) = F (x, S) =
⋃
x∈S

F (x, x).

Định nghĩa 3.1. Một vectơ x ∈ S được gọi là nghiệm siêu hữu hiệu của bài

toán (CVEP) nếu với mỗi lân cận V của 0, tồn tại một lân cận U của 0 thỏa

mãn

cone(F (x, S)) ∩ (U − C) ⊂ V.

Định nghĩa 3.2. Một vectơ x ∈ S được gọi là nghiệm hữu hiệu Henig của

bài toán (CVEP) nếu tồn tại một lân cận lồi cân đối U của 0, U ⊂ VB thỏa

mãn

cone(F (x, S)) ∩ (−int cone(U +B)) = ∅.

Mối quan hệ giữa nghiệm siêu hữu hiệu và nghiệm hữu hiệu Henig:

Mệnh đề 3.2. Cho B là một cơ sở của nón C. Ta có

(i) Nếu x ∈ S là nghiệm siêu hữu hiệu của bài toán (CVEP) thì nó cũng là

nghiệm hữu hiệu Henig.
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(ii) Nếu B đóng và bị chặn, thì một nghiệm hữu hiệu Henig của bài toán

(CVEP) cũng là nghiệm siêu hữu hiệu của bài toán đó. Ngoài ra, đẳng

thức sau đúng intC∗ = C∆(B).

Chú ý 3.1. Chúng tôi chỉ nghiên cứu điều kiện cần và đủ tối ưu cho nghiệm

hữu hiệu Henig bài toán (CVEP) với ràng buộc tập và nón (xem h = 0). Đối

với điều kiện cần và đủ tối ưu cho nghiệm siêu hữu hiệu chúng tôi xem như

hệ quả trực tiếp.

Định lý 3.11. Giả sử x ∈ S, Fx(.) = F (x, . ) : A→ Y là hàm C−lồi trên A,
g là hàm K−lồi trên A và tồn tại x1 ∈ S sao cho Dg(x)(x1 − x) ∈ −intK.
Giả sử thêm rằng nón C có cơ sở B, K là nón lồi đóng và nhọn trong Y và

các ánh xạ Fx(.) và g là khả vi theo hướng tại điểm x. Khi đó, vectơ x là một

nghiệm hữu hiệu Henig của bài toán (CVEP) khi và chỉ khi tồn tại các phiếm

hàm tuyến tính liên tục y∗ ∈ C∆(B) và z∗ ∈ K∗ thỏa mãnz∗(g(x)) = 0,

minx∈A

[
y∗0DFx(x) + z∗0Dg(x)

]
(x− x) = 0.

Chứng minh. Điều kiện cần. Giả sử vectơ x ∈ S là một nghiệm hữu hiệu

Henig của bài toán (CVEP). Khi đó, tồn tại một lân cận lồi cân đối U của

gốc O trong Y với U ⊂ VB thỏa mãn

cone(Fx(S)) ∩ (−int cone(U +B)) = ∅.

Điều này tương đương với

Fx(S) ∩ (−int cone(U +B)) = ∅.

Đặt D = cl cone(U +B). Khi đó D là một nón lồi đóng và nhọn trong Y thỏa

mãn C ⊂ D do

C \ {0} ⊂ int cone(U +B) ⊂ D

và

Fx(S) ∩ (−intD) = ∅, (*)

bởi vì int cone(U+B) = int cl cone(U+B). Từ Mệnh đề ??, suy raDFx(x)(x−
x) là C− lồi trên A nên nó cũng là D-lồi trên A, và g(x) + Dg(x)(x− x) là
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K− lồi trên A. Ta thấy rằng hệ phụ thuộc sauDFx(x)(x− x) ∈ −intD,

g(x) +Dg(x)(x− x) ∈ −intK

không có nghiệm trong A. Thật vậy, ta giả sử ngược lại tồn tại x̂ ∈ A thỏa

mãn hệ DFx(x)(x̂− x) ∈ −intD,

g(x) +Dg(x)(x̂− x) ∈ −intK.
(H1)

Hiển nhiên hệ (H1) tương đương vớilimt→0+
Fx(x+t(x̂−x))−Fx(x)

t ∈ −intD,

g(x) + limt→0+
g(x+t(x̂−x))−g(x)

t ∈ −intK.
(H2)

Vì intD và intK là các tập mở nên tồn tại t0 ∈ (0, 1) thỏa mãn
Fx(x+t0(x̂−x))−Fx(x)

t0
∈ −intD,

g(x) + g(x+t0(x̂−x))−g(x)
t0

∈ −intK.
(H3)

Hệ (H3) trên kéo theo

g(x+ t0(x̂− x)) ∈ −intK. (3.15)

Bởi vì A là một tập con lồi và x, x̂ ∈ A, t0 ∈ (0, 1), nên từ (3.15) suy ra

x+ t0(x̂− x) ∈ S. (3.16)

Mặt khác, Fx(x) = 0, t0intC = intC, ta nhận được

Fx(x+ t0(x̂− x)) ∈ −intD. (3.17)

Kết hợp điều kiện (3.16)-(3.17), ta nhận được sự mâu thuẩn với (*). Điều này

dẫn đến kết quả sau đúng:

DFx(A− x)× (g(x) +Dg(x)(A− x))∩

(−intD)× (−intK) = ∅.

Do đó,

(DFx(A− x) +D)× (g(x) +Dg(x)(A− x) +K)∩
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(−intD)× (−intK) = ∅.

Áp dụng định lí tách các tập lồi, tồn tại (y∗, z∗) ∈ Y ∗ × Z∗ \ {(0, 0)} sao cho

mọi d ∈ D, k ∈ K, x ∈ A :

〈y∗,−d〉+ 〈z∗,−k〉 ≤ 〈y∗, DFx(x− x)〉+

〈z∗, g(x) +Dg(x)(x− x) + k〉 .

Dễ dàng thấy rằng y∗ ∈ C∆(B), z∗ ∈ K∗ với 〈z∗, g(x)〉 = 0 và

〈y∗, DFx(x)(x− x)〉+ 〈z∗, Dg(x)(x− x)〉 ≥ 0

∀x ∈ A.

Một điều kiện cần và đủ tối ưu cho nghiệm siêu hữu hiệu của (CVEP) có

thể được phát biểu như sau.

Định lý 3.12. Giả sử x ∈ S, Fx(.) = F (x, . ) : A→ Y là hàm C−lồi trên A,
g là hàm K−lồi trên A và tồn tại x1 ∈ S sao cho Dg(x)(x1 − x) ∈ −intK.
Giả sử thêm rằng nón C có cơ sở đóng và bị chặn B, K là nón lồi đóng và

nhọn trong Y và các ánh xạ Fx(.) và g là khả vi theo hướng tại điểm x. Khi

đó, vectơ x là một nghiệm siêu hữu hiệu của bài toán (CVEP) khi và chỉ khi

tồn tại các phiếm hàm tuyến tính liên tục y∗ ∈ intC∗ và z∗ ∈ K∗ thỏa mãnz∗(g(x)) = 0,

minx∈A

[
y∗0DFx(x) + z∗0Dg(x)

]
(x− x) = 0.

Chứng minh. Áp dụng Mệnh đề 3.2 và Định lý 3.11 ta thu được kết quả cần

chứng minh. �
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KẾT LUẬN

Đề tài đã trình bày một số vấn đề sau đây:

1. Các điều kiện cần Fritz John cho nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán cân

bằng vectơ không trơn có ràng buộc cân bằng (VEPEC) dưới ngôn ngữ dưới

vi phân Clarke;

2. Các điều kiện cần Kuhn–Tucker cho nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán

(VEPEC) dưới ngôn ngữ dưới vi phân Clarke với các điều kiện chính quy

thích hợp;

3. Các điều kiện đủ cho nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán (VEPEC) với các

giả thiết về tính lồi suy rộng;

4. Áp dụng cho các bài toán bất đẳng thức biến phân vec tơ và bài toán tối

ưu vectơ.

Điều kiện cần và đủ cho các loại nghiệm hữu hiệu của bài toán cân bằng

vectơ không trơn là đề tài có tính thời sự, đã và đang được nhiều tác giả quan

tâm nghiên cứu.
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